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Préface

La résolution informatique des exercices de géométrie euclidienne est désormais accessible sur un simple
PC ou Mac. L’époque ou I'on s’interrogeait sur le bien-fondé de l'utilisation des calculettes au lycée
est révolue. L’ordinateur remplace la calculette et le mode de pensée scientifique s’adapte auz logiciels
spécialisés dont les fonctions et les possibilités sont sans cesse croissantes.

Le calcul symbolique (factorisations, multiplication de polyndémes ou de matrices,..etc) prend une place
logique et naturelle dans I’enseignement des mathématiques, au sein des universités et des classes préparatoires.
Ce calcul symbolique est fréquemment intégré dans les calculettes scientifiques au méme titre que les fonc-
tions statistiques des tableurs.

Les exercices ou théoremes de géométrie traitant des angles, des cercles et des distances nécessitent tradi-
tionnellement des raisonnements astucieux et ’élaboration de théoremes nouveaux en géométrie s’appuie
souvent sur des théoremes classiques: cette démarche devient inutile.

Ce travail, aboutissement d’une longue réflexion (car elle gomme ’aspect quadratique de nombreux exer-
cices), met a la disposition de tous une démarche de résolution automatique des exercices de géométrie:
I’expression ”résolution automatique” ou "résolution mécanique” signifie que I’on n’effectue plus un raison-
nement en s’appuyant sur un dessin mais que 1’on dresse d’abord la liste des données (fournies par I’énoncé
de Dexercice), puis 'on met en marche un procédé automatique et infaillible qui aboutit a la solution.
Ainsi, le lecteur pourra démontrer sans peine (et avec contentement) les difficiles théoreémes et exercices
de géométrie dans lesquels on enchevétre cercles et droites et devant lesquels on se décourage rapidement.
Méme les coniques, si peu avenantes dans 1’enseignement, lui paraitront simples d’acces et attractives.

Il s’apercevra également que les méthodes élaborées dans ce travail vont au dela de I'objectif de la résolution
mécanique, elles fournissent d’emblée des informations souvent difficilement accessibles (par exemple,
l'obtention instantanée de la distance entre 'orthocentre et le centre de gravité) et apportent un point de
vue nouveau sur les fondements de la géométrie classique. De surcroit, il est permis a chacun de découvrir
de nouveaux théoremes et de vérifier ’exactitude ou la non-exactitude de certaines propriétés d’une figure.

1l ne s’agit pas ici d’abandonner les méthodes classiques d’apprentissage de la géométrie mais d’apporter
a chacun un outil attrayant et moderne d’analyse des problemes de géométrie, outil interactif qui aide et
fournit tres souvent la résolution automatique. En outre, cette démarche contribue considérablement a la
réflexion et a 'analyse des propriétés d’une figure: la pensée numérique est une réalité incontournable
qui ne gomme pas le raisonnement scientifique classique, mais fournit a I'utilisateur des libertés nouvelles
d’investigations scientifiques.

La modélisation de la géométrie est un premier pas vers la modélisation et la compréhension de la con-
struction des molécules de la chimie et de la biologie.

Ce travail est dédicacé a mon épouse Dominique pour sa patience et son soutien.

Jean-Paul JURZAK

Faculté des Sciences Mirande
Université de Bourgogne
21000 - DIJON France

mail: Jean-Paul.JurzakQu-bourgogne.fr

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 1



Chapitre 1 Introduction La géométrie euclidienne par I'informatique I

CHAPITRE

1

Introduction

1 Introduction

1.1 Vue de 'ensemble

L’ensemble du travail couvre une partie importante de la géométrie euclidienne et n’hésite pas
a apporter des améliorations, voire des innovations, a des formules ou des résultats classiques. La méthode
proposée est nouvelle et est amplement développée dans le cas de la géométrie plane, elle s’applique
également a la géométrie dans ’espace (ou dans un espace a n dimensions si cela est requis). L’originalité
de ce travail est également liée aux innovations apportées par les logiciels informatiques. La table des
matieres fournit une vue tres rapide et concentrée de I’ensemble qui va au dela du catalogue d’exercices,
comme le lecteur s’en apercevra rapidement.
Il m’a semblé nécessaire de m’adapter aux attentes et aux profils scientifiques tres variés des différents
lecteurs, étudiants, enseignants, informaticiens ou chercheurs: 'ouvrage proposé reflete de son mieux
ces différentes exigences. Il en résulte que certains exercices sont volontairement simples, que les grands
thémes classiques (cercle d’Euler, triangle orthique, cercles d’Apollonius, de Tucker, de Lemoine, ...etc..)
sont globalement traités, que certains théorémes prennent une forme totalement nouvelle (par exemple,
le théoreme de Wittenbauer amélioré, le théoreme du papillon double démontré pour une conique, le
théoreme d’Aubert pour une conique, le théoreme de Brianchon pour une conique...) et que les multiples
formules et théoremes classiques (théoremes de Napoléon, de Monge-d’Alembert, théoreme de Feuerbach,
de Van Aubel’s, formules d’Euler...) sont insérés dans le chapitre censé étre le plus adapté. Le chapitre
relatif aux coniques est incomplet dans son état actuel et fera peut-étre I’'objet d’un travail ultérieur.
Le produit scalaire est une forme fondamentale de la géométrie euclidienne et ce travail propose [ utilisation
de nouvelles formes fondamentales dont une étude partielle est proposée dans cet ouvrage (voir la table
des matieres).
Depuis 1970, la démonstration automatique en géométrie est 'objet de travaux de recherches interna-
tionaux plus ou moins complexes et fonctionnant le plus souvent sur de puissantes stations de travail: les
méthodes proposées jusqu’a alors sont essentiellement limitées au plan et les techniques des chercheurs
(Shang-Ching Chou, Xiao-Shan Gao, Wu Wen-tsiin,...) dépassent largement le niveau étudiant et ne four-
nissent aucune solution lisible.
Les travaux de 'auteur se distinguent radicalement des travaux précédents par leur simplicité et efficacité:
les nombreux problemes réputés quadratiques sont en fait linéaires et il suit que les solutions proposées sont
aisément lisibles. La méthode de résolution automatique fonctionne sur un PC, un Mac, pour des exercices
ou théoremes treés généraux, non-nécessairement limités au plan (voir le chapitre relatif au tétraedre par
exemple). Pour ces motifs, ce travail de recherche propose une ouverture nouvelle en direction
du monde éducatif et n’a pas lieu d’étre limité aux revues scientifiques.
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1.2 Optique de 'ouvrage

Les logiciels de calcul symbolique (les plus réputés étant Maple, Mathematica, Scilab, Matlab), brassent
aisément les longues formules et il en résulte que le calcul de la distance entre deux points, la projection
d’un point sur une droite,..etc.. se résument a des fonctions programmées par ['utilisateur, fonctions
(en nombre restreint) appellées systématiquement lors de la résolution automatique et qui fournissent
immédiatement I’information attendue.

Il suit une approche nouvelle de résolution des exercices de géométrie dans laquelle I'ordinateur joue un
role central. Cette démarche innove en cette voie parce qu’elle remet réellement en cause le concept de
raisonnement en géométrie, en I’adaptant a notre société d’ordinateurs.
L’optique de la géométrie présentée ici ne consiste plus a prendre un stylo et a développer courageusement
les calculs liés a une situation nouvelle, ces taches appartiennent désormais a ’ordinateur: une
formule nécessitant plusieurs lignes devient chose banale pour 'informatique et les coordonnées barycen-
triques de points tels que orthocentre d’un triangle sont des quantités naturelles (nécessitant pourtant
plusieurs lignes d’écriture manuelle) qui ne doivent pas effrayer I’étudiant ou 'ensei-gnant de demain.
La géométrie sous cette forme interactive numérique est d’autant plus attrayante que les logiciels graphiques
et éducatifs permettent de modifier et d’agrémenter le dessin (associé a un exercice donné) au bon vouloir
de l'utilisateur. La résolution de chaque exercice nécessite I'analyse algorithmique de la figure sous-
jacente et trouve plaisir a interroger le logiciel de calcul symbolique. La lecture des solutions fournies par
l'ordinateur peut surprendre le lecteur qui trouvera parfois la démarche calculatoire trop abrégée (voire
estompée).
Pour les informaticiens et mathématiciens, un programme (ou un moteur) de démonstration automatique
est appelé “prover” (en francais, prononcer ”prouveur”). Le prover que nous utilisons ici est le prover de
géométrie vectorielle de l'auteur, disponible sur Internet a I’adresse
http://passerelle.u-bourgogne.fr/publications/webgeometrie/

(mot-clé du moteur de recherche géométrie vectorielle). Le lecteur retrouvera donc ’automatisme développé
dans ce site.

1.3 Notations et conventions

Dans un triangle ABC, les distances AB, AC, BC' seront toujours notées respectivement c, b, a: cette
convention classique est parfois rappelée en début de ’exercice ou de sa solution. Dans le cas de I’espace,
les calculs s’aveérent d’emblée plus volumineux et I’obtention de formules plus courtes est obtenue en posant

dy =AB dy = AC ds = AD dy = BC ds = BD de =CD

(a partir du point A, on forme toutes les distances issues de A, puis on recommence avec B, ...etc).

Les calculs d’intersection sont ceux décrits dans le prover de géométrie vectorielle. Le terme ”points purs”
n’est pas indispensable ici, nous revenons a la terminologie habituelle de "repére barycentrique” qui est
le terme mathématique adéquat. J’ai cependant maintenu le terme ”point composé” afin de traduire la
nécessité et la mise en route d’une analyse d’un tel point.

Les coordonnées des points considérés sont ainsi les coordonnées barycentriques que I’on doit impérativement
normaliser (c’est a dire leur total doit étre égal a 1) dans la progression et la résolution d’un exercice.
Par exemple, le point J centre du cercle inscrit a un triangle ABC' (le cercle inscrit a un triangle ABC est
le cercle intérieur au triangle et tangent aux trois cotés du triangle) a pour coordonnées barycentriques
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{a, b, c} et la solution fera apparaitre

a b c
a+b+cat+b+cat+b+ec

J={ }

De la méme fagon, les coordonnées barycentriques d’un point M = {z,y, z} quelconque deviennent

}

T Y z

M:{ ) )
r+y+z rx+y+z rx+y+z

Il advient que les quantités x,y, z sont assujetties a satisfaire des conditions traduites par des équations
ou des systemes d’équations: dans ce cas, on optera parfois pour des coordonnées barycentriques de la
forme

M:{377y71—50—?/}

afin de diminuer le nombre d’inconnues du probléme.

Le centre du cercle circonscrit & un triangle est fréquemment noté K. En effet, il n’a pas été possible
d’utiliser la notation O, le point O jouant un role spécial dans le découpage automatique des équations
vectorielles.

Le chapitre Points classiques contient les coordonnées barycentriques des points fréquemment rencontrés
(orthocentre, centre du cercle circonscrit,...). Le lecteur n’étant a priori pas familiarisé avec les coordonnées
barycentriques des points classiques, nous rappelons ou énongons dans chaque solution, au fur et a mesure
de la progression du dessin géométrique, les coordonnées barycentriques des points utilisés.

1.4 Concepts de base

Ce paragraphe présente, sous une forme élémentaire, les articulations déterminantes.

Exercice 1.4.1
Soit Ay, Ag, A3, Ay des points du plan ou de l’espace. On pose

5(A1, Ap, A3, Ay) = A1 A3 — AyA2 + A3A2 — ALA2

e [’expression

OA1- OAy — OAy - OA3+ OAz- OAy — OA4- OAy
est independante de O et a pour valeur _71 0(A1, A, A3, Ay).

o On a:
0(A1, Az, A3, Ay) = (—2) A1Az- AAy

et l'identité d’Euler:(noter la rotation circulaire sur les indices 2,3,4)

§(A1, Ao, Ag, Ay) 4+ 6( A1, Ag, Ay, Ag) + 6( A1, Ay, Ag, A3) = 0

L’identité d’Euler est traditionnellement connue sous la forme

A1Ag - AsAg+ A1Ag- AsAo + A1As - A4A3 =0
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Solution:
On a successivement
—
A1A22 = OA12 —20A;- OAy + OA12
— A2A32 = — OA22 +20A; - OA3 — OA32
—
+A3A42 = OA32 —20A3- OA4 + OA42
— —
— A4A12 = — OA42 +20A,- OA1 — OA12

En additionnant membre a membre, on obtient

5(A1, Ag, A3, Ag) = (=2) (OA] - OAy — OAy- OAs+ OAz- OAy— OA,- OA))

On choisit O = Ay, donc

—_—
0(A1, Ay, A3, Ay) = (—2) (— AjAs- A1 As+ A1A3'A1A4) = (=2) A1 A3 (A1 A4— A1 Ag) = (—2) A1 A3 A Ay
L’identité d’Euler s’obtient en ajoutant les expressions

5(A1, Ap, Az, Ay) = A1 A2 — AxA2 + A3A2 — A4 A2
6(A1, Az, Ay, Ap) = AJ A2 — A3 A2 + A A2 — Ay A2
6(A1, Ay, Ag, A3) = A1 AT — AgAS + Ay A5 — A3 A3

Les termes des colonnes 2 et 3 se détruisent, ainsi que ceux des colonnes 1 et 4.

Exercice 1.4.2

Soient ABC' un triangle, M, My des points du plan de coordonnées barycentriques

}

x y %
z+y+z z+y+z c+y+z

M= {

Mlz{ X1 1 Z1
Ti+yita s+ t+a T+t 2

dans le repére barycentrique {A, B, C'}.
Alors, la distance MM12 a pour valeur

v = AB Gy —mytaa —o12) Gy —mytye—ya)
(x+y+2) (z1+y1+ 21)

+ACQ (xz1—miz+zy—11y) (xz1— 2124+ Y21 — Y1 2)
(@ +y+2)° @1 +un+2)

i BC? (yzi —yrz+ziy—2zy1) (o1 —yr12 +x21 — 1 2)
(@+y+2)? (@ +y+21)°

Le lecteur se reportera au chapitre relatif au tétraedre pour l'expression détaillée de la distance M M12
entre deux points de l'espace. L’expression et la démonstration générale de la distance M M? entre deux
points d’un espace de dimension n est établie dans le chapitre Formes fondamentales: on y trouvera
également l'expression détaillée du produit scalaire dans le cas du plan.
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Solution:
Nous esquissons une démonstration de cette formule (propre au plan). En désignant par O un point

quelconque, on a
— T — Y — z —

OM = —— 4+ —— 0B+ —— 0C
rT+y+=z rT+y+z rT+y+=z

O - — ™ Gis_ M g, A

T1+y1+ 2 T1+Yy1+ 2 T1+Yy1+ 2

Ainsi

Ep—
MM? = (AM; — AM)*> = AM?> — 2 AM; - AM + AM?

Calculons successwement AM?, AM - AMl, AM?.

. _—
Puisque AM = m+y+z AB+x+y+z AC’ il vient
—_— y2 2yz —_— 22
AM2:72AB2+72 B- C+72A02
(x+y+2) (x+y+2) (x+y+2)
Or: N
(=2) AB- AC = §(A,A,B,C) = —AB? — AC* + BC*
donc 9 2
AMr=—Y ap*y — Y (AB4+ AC? - BC?) + — = AC?
(r+y+2) (x+y+2) (x+y+2)
—_—
AM? a ainsi pour valeur
e - ABy e  BCly: | ACTz(y+2)
(@+y+z)’  (a+y+2)?  (e+y+z)’
A Y1 a1
De méme, AM; = TR AB+W AC implique
AM - AM, = v AB? + ya t 2y AB - AC
(z+y+2) (r1+y1+21) (r+y+2) (r1+y1+21)

z2

+ AC?
(x+y+2) (1 +y1+21)

Or:
o\ AR. AL _ _ 2 2 2
(=2) AB- AC = §(A,A,B,C) = —AB° - AC” + BC
donc
i s Yyin 2 1 yz1 +zy 2 2 2
AM - AM; = AB* + = AB* + AC* — BC
ety @t D T2ty @) )
+ z 21 AC2
(x+y+2z) (@1 +y+2)
_— —
AM, - AM a donc pour valeur
—= ——  AB’Qyutwmzt+yzn)  BC*(pz+tyzm) AC? (p1z+yz +2221)

AM, - AM -
! 2(@+y+z) Tty ta) 2@+y+e) (@ tyta) 2@+y+2) (@ +y+e)
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De méme, on obtient

AM? — AB*yi (n+2)  BC?yiz n AC? 21 (1 + 21)
(m+m+2)°  (@+y+a)’  (@t+p+a)’

—_—
Le total AM;%2 —2 AM, - AM + AM? fournit I’expression de MM12

1.5 Coordonnées barycentriques

Exercice 1.5.1
Soit ABC' un triangle et H [’orthocentre du triangle. Déterminer les coordonnées barycentriques du

point H.

A

Solution:

On définit H comme point d’intersection des hauteurs issues de A et B.
Dessin = {A,B,C,H}

Les coordonnées barycentriques choisies pour le point H sont de la forme:

H = {%%1—3«“_?/}
Ona (~2) HA- BC = §(H,B,A,C) = HB? — BA% + AC? — CH? .

avec
HB*=d®> - d’z -V o+ Pz + 222 —2d%y+d?zy+ ey —Fry+a’y?
HC? =V 2> +a’zy+b2oy— oy +ady?
11 suit L
(=2) HA- BC = >+ - -’z — bz + 2z —2dy
On a
TB. A 2 2 2 2
(-=2) HB- AC = 6(H,A,B,C) = HA*— AB*+ BC* - CH
avec

AH? = 0> 2022+ V2 2? —ad’y — VP y+ Py +dlzy+bizy — oy +a®y?
CH? =b0*2* + d®zy+ b2y — Fay+a’y?
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Il suit o
(=2) HB- AC = A+ -2 —adly—bvPy+c3Ay

—_— — R T
On doit avoir HB- AC =0et HA- BC =0, soit

0=a?+b*—c? —2Va+ (—a®> —b*+c) y
0:a2+b2—62+(—a2—b2+02):U—2a2y

La résolution du systéme linéaire d’inconnues x,y donne
at — bt —2a° 2+

—at 42022+ A B
y= at —2a2b02 4+t —2a2c¢2 —2b%2¢2 + ¢4

v at —2a2b2 4+t —2a2c¢2 —2b2c2 + ¢4

Il suit que les coordonnées barycentriques du point H = {z,y,1 —x —y} = {x,y, 2} sont

(a2 + b — 02) (a2 — b+ 62)

i = {(fa+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a? +0* 4+ ) (a®* +b* — ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(faz + 0%+ 02) (a2 — b+ 02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}
Il m’a semblé utile d’obtenir une formulation différente (susceptible de généralisations a des espaces de

dimension supérieure), par exemple

0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1
-1 0 & ¥ 0 & b 1 0 & v
1 2 0 a2 -1 ¢ 0 a? 1 ¢ 0 a?
1 b a® 0 1 v a®> 0 -1 5 a®> 0
T = Yy = zZ =
01 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 & v 1 0 & v 1 0 & v
1 2 0 o 1 2 0 a? 1 2 0 a?
1 b a2 0 1 ¥ a® 0 1 ¥ a® 0

(d’autres représentations utilisant des déterminants d’ordre 4 sont possibles, par exemple en adjoignant a

la diagonale principale des coefficients convenables)

Exercice 1.5.2
Soit ABC' un triangle, K le centre du cercle circonscrit. Déterminer les coordonnées barycentriques du

point K.
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I

Solution:

Dessin ={A, B,C, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Le point K est composé.

Les coordonnées barycentriques choisies pour le point K sont:

K={zyl-z-y}
La distance AK? est égale &
AK? = AB> (1 —x2) y+ AC? (=14 2) (~1+x+y) + BC?y (-1 +x +y)
= 200+ b2 -y —Py+Fy+dlry+ Py —Fry+ay’
La distance BK? est égale a

BK? = AB*z (1 -y)+ AC?z (-1 +2+y)+ BC? (-1+vy) (-1+z+y)

=a?—d?z-Vr+Pr+P? 2% y+dPry+ ey —Ary+a®y?

La distance CK? est égale a
CK? = AB?>zy+ AC?*z (z +y) + BC?y (z +y)
=2l +dlry+ Py —AEry+a®y?
On doit avoir AK? — BK? =0 et AK? — CK? =0, soit
0=—a>+0b%+ (aQ—b2—02) x+(a2—b2+c2) Y
0="0b%—2bz+ (—a® - b*+c%) y
La résolution du systéme linéaire d’inconnues x,y donne

at —a?v? —a? 3 —a?b? + bt — b2 2

v at —2a2b2 +b4 —2a2¢2 — 2822+ 4 ¥y= at —2a2b2 4+ b4 —2a2¢2 —2b2c2 + 4
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I1 suit que les coordonnées barycentriques du point K = {z,y,1 —x — y} sont

a2 (a? — b2 — 2
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
b? (—a® +b* — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
? (a* 4+ b* — ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}

K=

1.6 L’extraordinaire condition de cocyclicité

Exercice 1.6.1 Condition de cocyclicité
Soit ABC' un triangle et AB = ¢, BC = a, AC = b. Un point M de coordonnées barycentriques
non-normalisées M = {X,Y, Z} appartient au cercle circonscrit au triangle ABC' si et seulement si l’on
a
EXY+XZ+d’YZ=0

. ~ [P . 2XY X o o o2 .
Il revient au méme d’écrire M = {X,Y, —m}. la condition de cocyclicité se traduit donc par

une équation linéaire en 'une des coordonnées. En contournant ainsi les traditionnelles difficultés liées
a lexistence de termes quadratiques apportés par les coordonnées cartésiennes, on apporte une optique
insoupconnée a la géométrie métrique permettant en particulier la résolution automatique des théoremes
métriques les plus difficiles. Cette efficacité nouvelle trouvera un large champ d’action dans d’autres
domaines scientifiques.

Les coordonnées barycentriques du point M deviennent normalisées en les divisant par le total

AXY

X+Y - —n———
+ 2X +a?Y

Nous renvoyons au chapitre ”Points cocycliques” pour la démonstration simple de cet exercice.
Nous verrons que 'appartenance d’un point a la sphere circonscrite a un tétraedre se traduit également
par une équation linéaire.

Exercice 1.6.2 Un probléeme ouvert posé sur Internet par Nttu

Soient A, B,C' trois points distincts appartenant ¢ un méme cercle I'. On désigne par Ay (resp. Bip)le
milieu de [BC] (resp. [AC]). La droite (AA1) coupe le cercle T' en un point P (distinct de A), la droite
(BB1) coupe le cercle T en un point M (distinct de B).

On suppose que AP = BM. A-t-on AC = BC ¢

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 10
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I

Solution:

Dessin ={A, A;, B, B;,C}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Ay, By.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

11
A = =, =
1 {0a2a2}
1 1
By = {=,0,=
1 {27’2}

Dessin = Dessin U{P,M} = {A, A1, B,B;,C,P, M}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, P.

Un point appartenant & la droite (BBj) a pour coordonnées

1-k  1-k

ks

k étant un réel quelconque.

Lorsque ce point est sur le cercle, 'équation du cercle 2 XY + b2 X Z +a?Y Z = 0 devient

0="0"+(2a®> -2 +2¢%) k+ (—2a* +b* —2¢%) &°

Il suit

b2

k=1
On déduit que l'intersection est formée de B et de

a2 + 62 b2

k=
—2a2 4+ b2 —-2¢2

M =
{2a2—bz+262’ —2a2+b2—202’2a2—b2+202}

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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Chapitre 1 Introduction La géométrie euclidienne par I'informatique I

Un point appartenant & la droite (AA;) a pour coordonnées

1—-k 1—-k&

—5 5
2 2

1-k 1-k&
k-~ -
{7 2 Y 2 }

{k,

k étant un réel quelconque.
Lorsque ce point est sur le cercle, ’équation du cercle 2 XY + 0> X Z 4+ a’Y Z = 0 devient

0=a*+(-2a"+20"+2¢%) k+ (a® — 20> — 2¢%) K

11 suit

On déduit que l'intersection est formée de A et de

a? b2+ 2 b2 + 2 )
—2b2—-2c2" —a?2 4202 +2c2" —a2 +2b2+2¢2

P =
{3
La distance AP? est égale &

2 AB? (1 + ) 2AC? (1% + ¢2)? BC? (1 + 2)?

AP? = 2 2 2
(—a2+2b2+2c2)°  (—a?2+2b2+2c2)°  (—a?+2b2+2c2)

soit )
R+ ) (@428
(a2 — 202 — 2¢2)?

AP? =

La distance BM? est égale a

2 AB? (a2 + c2)2 B AC? (a2 + 02)2 2 BC? (a2 + 02)2

BM? = 2 2 2
(2a2 =02 +2¢%)°  (2a2-02+2c%)° (20> -2 +2¢?)
soit )
2, .2 2 2
s (a®+F) (a®42¢7)
BT = (202 — b2 4 2¢2)*
On a alors
BM? _ AP? — (a—0b) (a+b) (a>+b*+c%) (a*+2¢%) (a* —4a®b? +b* —3a?? - 3022 —4¢)

(a2 =202 —2¢2)* (202 — b2 +2¢2)*
La condition AP = BM implique a = b ou

at —4a2* +0* —3a22 -3 -4t =0

(1)

Il est facile de vérifier qu’il existe des réels a, b, ¢ tous positifs qui satisfont cette derniere équation. Or,

ces réels doivent vérifier les trois conditions

a<b+c b<a+c c<a-+bd

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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conditions que les vérifications numériques ne semblent pas confirmer. Transformons I’équation proposée
en posant

a+b—c=1y
a—b+c=1y
—a+b+c=1y3
les quantités y1, y2,y3 devant étre positives. La résolution de ce systeme linéaire implique
a= + Y2
2
Y1 +ys3
b=
2
e 2 + Y3
2

L’équation 1 se transforme alors en la somme
—yt =20 e — 2u % e — e = 3yt —2u P ys — 14y yays — 1391 y2” w3
—11y?ys — 2917 ys® — 1391 v2y3® — 17y y3® —y1ys® — Llyays® —3ys? =0

Il résulte que y1 = y2 = y3 = 0 puisque les y; sont tous positifs, ce qui est absurde. Donc, a = b.

1.7 Relation de Stewart

Exercice 1.7.1
Soit ABC' un triangle et D un point de (BC'). Montrer que

AB’.CD+ AC* - DB+ AD>-BC+CD-DB-BC =0

Solution:
Dessin ={A, B,C, D}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C.
Le point composé est D.
. , — —
Soit k un réel tel que BD =k BC.
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé D:

D = {0,1—k,k}
La distance AD? est égale a
AD? = AB* (1 — k) + AC®k + BC? (-1 +k) k
= —ad?k+ 02k —Ak+ad® K
En orientant la droite (BC') positivement de B vers C, on obtient

AB’.CD+ 40" - DB+AD" - BC=¢ (k—1) a+ b (~ka) + AD*a = a® (-1 + k) k
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et
CD-DB-BC=BC-DB-(CB+BD)=(k—1)a (~ka) a=—a® (-1 +k) k

1.8 Formulation analytique

Exercice 1.8.1
Soit ABC' un cercle, et My un point de coordonnées barycentriques {xo,yo, 1 — xo — Yo}

1. Déterminer la condition nécessaire et suffisante pour qu’un point M de coordonnées barycentriques
{z,y,1 —x — y} appartienne au cercle de centre My et de rayon R (équation d’un cercle en coor-
données barycentriques).

2. Trouver analytiquement ’ensemble des points M du plan tels que l'on ait
MA? + 2 MB? 4+ 2 MC? = Cste

Cste étant une constante (on déterminera d’abord l’équation barycentrique de cet ensemble que l’on
analysera alors en détails).

3. Méme question pour ’ensemble

MA? + MB? + MC? = Cste

4. FEtudier ’ensemble L
AM? -2 MB- AC+6 MA- MC = Cste

5. Indiquer la description de ’ensemble
by M A% + by MB? + b3 MC? = Cste

b1, ba, by étant trois constantes.

Solution:

Dessin ={A, B,C, M, My}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, M.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

M = {xay71_$_y}

Mo = {zo,y0,1 —x0 — yo}
La distance MoM? est égale &

MyM? = AB? (—x + x0) (y — yo) + AC? (=z + x0) (=2 + 20 — y + y0) — BC? (y — yo) (—x + 20 — y + ¥0)
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soit
MoM? = b? 22 =202z xg+ V2 x> + d’zy+ VP ay— oy —ad’ oy — b aoy+ Caoy +ay? —a®zyo
— b’ zyo+Caxyo +a’woyo + 0¥ zoyo —  oyo — 2’ yyo + a® yo®
L’équation du cercle de centre My et de rayon R est, en coordonnées barycentriques
R=v2*+ay’ + (a*+b° =) 2y
-z [2b2x0 + (a2 +b% - 02) yo] -y [2a2y0 + (a2 +b% - 62) xo]
+ 0% 20 + a®yo” + (a® + 0% — ) zoyo
La distance AM? est égale &
AM? = AB* (1 —2) y+ AC? (-1 +2z) (-1+2+y)+BC?y (-1 4+2+y)

soit

AM? = 0 =20 x + 0222 —d?y -Vl y+Ey+dlay+bPay—Fay+ay?
La distance BM? est égale &

BM? = AB?z (1 —y)+ AC?z (-14+2+419y)+BC? (-1+7y) (-1+z+7)

soit
BM? = d®>—-d?z—bVa+ta+b222 —2a2y+ ey +bPay—Fay+ay?

La distance CM? est égale &
CM? = —AB*>xzy+ AC?*z (v +y) + BC?y (x +y)
soit
CM?* =V a? +ad*zy+biey—coy+a®y?
Ainsi, ’équation M A% +2 M B? 4+ 2 MC? = Cste devient
202 + 0% - 2%z — 4V x + 222 +50%2° —5aly —bPy+Fy+5dPry+5bPzy -5l xy+5a°y* —Cste=0

équation Fqo de ’ensemble des points M, en coordonnées barycentriques.
Puisque les termes de degré deux de cette équation sont

56°2° + (5a® +5b° —5¢%) zy + 5a°y?

nous mettons cette équation Fqo en analogie avec I’équation abstraite Fq; du cercle de la premiere question
et formons Eqs — 5 Fq;. On obtient alors

0=2a?>+b>—Cste+5R>—5b% 202 —5a%x0yo — 5% 20 yo + 5 o yo — 5 a’ o>
Y (—5a2—b2+c2+5a2x0+5b2x0—5c2x0+10a2y0)
+x (—2a2—4b2—1—202—1—1062$0+5a2y0+5b2y0—502y0)
quelque soient x,y. Ainsi, on doit avoir
—2a2 42 +22 +100% 29+ 5a’yo+5b%yp — 5P yp =0
—5a2—b2+02—|—5a2w0+5b2x0—502m0+10a2yo =0
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La solution a ce systeme linéaire d’inconnues x est
05 90

1 2
To = ¢ Yo = ¢

5 5
et ’équation
202 + 1% — Cste+5R? —5b%x9> —5a’zoyo — Hb% zoyo + 5 zoyo — Halyo> =0

devient

4a% 4202+ 2¢2 — 5Cste + 25 R2 _0
5 =

donc
s —4a?—2b*—2c* 4+ 5Cste

R = 25

Ainsi, lorsque —4a? — 2b> — 2¢? + 5Cste > 0, 'ensemble cherché est un cercle de centre My = {%, %, %}
R = V—4a2—2b2—-2c2+5 Cste
= = .

et de rayon
3). L’ensemble cherché a pour équation

>+ b —Cste—a’z -3 x4+ r+30%22 —3ay—0?y+Py+3d’zy+3btzy—3azy+3ay? =0

c’est le cercle ayant pour centre le centre de gravité du triangle ABC et pour rayon R = ‘/7‘127"2302*3 Cste

lorsque —a? — b? — ¢ + 3 Cste > 0.
4). Les expressions de AM?, BM?, CM? sont décrites dans la seconde question.

On a N
(=2) MB- AC = §(M,A,B,C) = MA? — AB* + BC* - CM?
donc .
(=2) MB- AC = a* +b* —c* - 202z —ad’y — b2y + Py
On a N
(=2) MA- MC = §(M,M,A,C) = —MA? + AC? — CM?
donc

(-2) MA- MC = 202z — 2022 + Py + Py —Fy—2dlry—200zy+ 2y —2a%y?
Ainsi, AM? — 2 MB - A_C>+6 MA - MC — Cste = 0 devient
a? 420 —? —Cste— 10022+ 70?22 =502y — 502 y+ 52y +7a’zy+ 702 zy— 7 cy+7a*y> =0
Les mémes arguments nous amenent a résoudre le systéme linéaire

—100?2 + 1402 2o+ Ta’yo+ 702 yo — TP yo =0
—5@2—562—1—502+7a2x0+7b2x0—702x0+14a2y0 =0

qui fournit

Yo =10

x—?
0= 7
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On a alors

7a% —11b% — 7¢? — 7Cste + 49 R? B
- =
L’ensemble cherché est le cercle de centre {%, 0, %} et de rayon R = ‘/77‘12““’27*7 247 Cste lorsque ce réel
est défini.
5). L’ensemble cherché est un cercle. Les calculs réalisés par 'ordinateur fournissent le centre
{ bl b2 b3 }
by + by + b3’ by + by + b3’ by + b2 + b3

0

et
b1 +bg +b3)CSte—b2blbg —a2b2b3 —b1b202

(b1 + by + 63)2

e

1.9 Exemples

Nous illustrons notre démarche en traitant deux exemples issus des travaux de S.C Chou et W.T Wu.

Exercice 1.9.1
Soit ABC'D un carré, E un point situé sur la paralléle a (BD) passant par C tel que l'on ait BE = BD
et F' lintersection des droites (BE) et (CD). Montrer que les distances DF et DE sont égales.

Solution:
Ona AB=BC =a=bet BC =+2a.
Dessin = {A,B,C, D, E'}
— —

Soit k£ un réel tel que CE =k BD. On a les équations vectorielles
0 = AB- DC

— —_—
= CE—-k BD

—
0

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

— — — — —
0 = -0OA+ OB—-0C+ OD
— — — — —
0 = kOB—0OC—-kOD+ OF

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont F, D.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

D = {1,-1,1}

E = {k,—2k,1+k}

La distance BD? est égale &
BD? = 24*

La distance BE? est égale a
BE? = —AC?k (1+k)+ AB*k (142k)+BC?* (1 +k) (1+2k)
=a® (1+2k+2k°)
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L’égalité BE = BD implique a® (14 2k + 2k*) = 2a? soit

- 1
k:2\/§ k:;\/g

_1_\/:7,.

Etude du cas k = 5

o1 -01)

Les coordonnées barycentriques de E sont

E:{i_l_\/g,l—i-\/g,l_\/g}
2 2
Dessin = Dessin U{F'} ={A,B,C,D,E, F}
Détermination du point F :
Soit F' le point (CD) N (BE). Le point F est composé.
Comme F € (CD), on a, en choisissant I'inconnue v

—

— —
OF =1, OC + (1 —vy) OD

On déduit:
— — — —
OF =a(1) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(l) =1- 141
a(2) =—-1+un
a(3) =1

Comme F' € (BE), on a, en choisissant 'inconnue p;

—

— —
OF =y OB+ (1 —p1) OF

On déduit:

—_— — — —

OF =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec /3

1 3) (-1
b(1) = ( + ) (=14 1)
2

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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b(2) =1+V3—V3m
(=1++3) (—=1+ )

b(3) =
Q '
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
L2 _1+43
T orvs Moy
On déduit que:
_ Lt V3 1+V3 1
~14+v3 1-3
La distance DF? est égale &
4 AB? 4a?
DF? = ;= T
(-1+v3)"  (-1+V3)

La distance DE? est égale &

g 25V (B4VE) 4B (14V8) (3+3) AC? (1+VB) (24 VB) BC”
- 2 B 4 2
- <2+\7> a
On a donc )
DF? —DE?= " (2+v3) a* =0
(-1+v3)
Etude du cas k = _1‘5\/5.
A ............... ._B’l'
*

Les coordonnées barycentriques de E sont

“1EV3 L, sl

E=ir—ag—l=V3——}

Dessin = Dessin U{F'} ={A,B,C,D,E, F}
Détermination du point F' :

Janvier 2013
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Soit F'le point (CD) N (BE). Le point F' est composé.
Comme F € (CD), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —
OF:V10(3’+(1—1/1) oD

On déduit:
— —
OF =a(1) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
(1(1) =1- 141
CL(Q) =—-141
a(3)=1

Comme F' € (BE), on a, en choisissant 'inconnue j

— — —
OF:,U,lOB-f—(l—ul) OF

On déduit:
— — — —
OF =b(1) OA+b(2) OB+ b(3) OC
avec /3
-1++v3) (1—-
b(l) _ ( ) ( Nl)
2
b(2) =1—V3+V3m
1 3) (1—
b(?)): ( +f) ( ,ul)
2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne
2 _—-1+V3

V] = = —
Tirvs T L

On déduit que:

-1 3 1—-+3
Py +\f’ *[,1}
1+v3 ' 1+V3
La distance DF? est égale &
DF? — 4AB?  4d’

(L+v3)" (L)

La distance DE? est égale &

(=2+V3) (-1++V3) BC?

(=3+3) (—2+V3) AB? B (=3+3) (—1+V3) AC? N

DE? =
2 4 2
= -2 (-2+v3) @
On a donc
2 2 2 4a*
DF?—DE* =2 (24 V3) >+ —"— =0
(1+V3)
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Exercice 1.9.2

Soit ABC' un triangle isocéle de sommet C' et D un point de la droite (AC). On choisit un point E sur
la droite (BC) tel que AD = BE, les droites (AB) et (ED) n’étant pas paralléles. Soit F' l'intersection
de (ED) et de (AB). Montrer que DF = FE.

Solution:

OnaCA=CB=a=b.

Dessin ={A,B,C, D, E}

Soit k un réel fixe tel que D soit le barycentre de {(4, k), (C,1 —k)} et k1 un réel non-encore fixé tel que
E soit le barycentre de {(B, k1),(C,1 — k1)}. On adaptera la valeur de k; de telle sorte que la condition
AD = BF soit réalisée.

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, E.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

D = {k,0,1—k}
E ={0,k1,1 —Fk1}
La distance AD? est égale a
AD? = AC? (=14 k)? = a® (=14 k)?
La distance BE? est égale a
BE? = BC?(~1+k1)? = a® (-1 + ky)°

La condition AD? = BE? implique k = k1 (solution exclue puisque (ED) n’est pas parallele & (AB)) ou
k = 2 — k1. Cette derniere solution implique que

E ={0,2—Fk,—1+k}
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Dessin = Dessin U{F'} ={A,B,C,D,E, F}
Détermination du point F' :

Soit F' le point (AB) N (DE). Le point F' est composé.
Comme F' € (AB), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —

OF =11 OA—I—(l—l/l) OB
Comme F € (DE), on a, en choisissant I'inconnue

— — —

OF =1 OD+ (1 — 1) OF

On déduit:

—

ocC

—

OF = b(1) OA + b(2) OB + b(3)

b(1) =k
b(2) = (—2+k) (=14 1)
b(3) = (1 —k) (—1+2m)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

k
2 2

v = H1

On déduit que:
kK 2—k
=1z "
{55500

La distance DE? est égale a

La géométrie euclidienne par I'informatique I

AC? (-1+k) k

DF? — BC?* (=2+k) (-1+k) AB*(-2+k)k
- 2 - 4
B 402 -8a?k+2c%k+4a?2k?—c2k2
- 4

La distance EF? est égale a

2

AC? (—1+k) k

2p? BC? (—2+4+k) (-1+k) AB*(-2+k)k
n 2 - 4
B 402 —8a’k+2c%k+4a?2k? — 2k
- 4

On a bien DF = EF.

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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CHAPITRE

2

Distances dans le quadrilatere

2 Distances dans le quadrilatere

2.1 Relation d’Euler entre les distances d’un quadrilatere

Exercice 2.1.1 extension de la formule d’Euler

Soit ABC D un quadrilatére et k un réel fizé. On choisit des points My, Mo, M3, My situés respectivement
sur les droites (AB),(BC),(CD),(DA) de telle sorte que chaque point M; soit le barycentre de deux
sommets consécutifs affectés des coefficients {k,1 — k}.

Montrer que

(1-2k+2k% (AB%> 4+ BC? + CD? + AD?) = MyM3 + MyM3? +4 (1 — 2k + 2k%) H H2

avec Hy (resp. Ha) milieu du segment [AC] (resp. [BD]).

Pour k=1,0ona My = A, My = B, M3 =C, My = D et on retrouve la formule d’Euler

AB? 4 BC? + CD? + AD? = AC? + BD*> + 4 H,H}

Solution:
Dessin ={A, B,C, D}
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On choisit les coordonnées barycentriques de D de la forme

D = {x,y,l—ﬂf—y}

Dessin = Dessin U{M;j, My, M3, My} ={A, B,C, D, My, My, M3, M4}
On a les équations vectorielles
1—-k) MiB+ MAk

)
k) MsC + MsBk
_ —
k) M3D + M3Ck
= (1—k) MyA+ MDk

(
= (1-
(1-

o] o] o of

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

| | |
2 &l &

J

—

0

— —

0 =kOB+(1—k
—

0

—

0

SR
l

|
S
IS

Les points purs choisis sont A, B, C'.
Les points composés sont M1, Mo, M3, M.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:
M, = {k,1 -k, 0}
My, = {0,k,1 —k}
Ms ={(1—-k)z,1-k)y,l—z+kz—y+ky}
My={1-k+kzkyk(1l—2—y)}
Dessin = Dessin U {H] s Hz} = {A B, C’, ])T H] y Hz. J[] s J[g. J[;j. J[ﬂl}
On a les équations vectorielles
— R —
0 = HiA+ HC
— — —_—
0 = HyB+ HyD
et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

—

— — —

= OA+ OC -2 OH;
— — — —
0 = OB+ OD -2 OH,

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

0 = HiA+ HC
—  — —
= OA+ OC -2 0OH;
—_— =
= HyB+ HyD
_— = — —
= —20Hy+ OAz+ (1—xz—y) OC+ (1+y) OB

ol
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Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont Hq, Ho.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

1 1
H = {-,0,-
1 {27072}
z 14y 1—z—
H2: o y7 y}
27 2 2

La distance CD? est égale &
CD? = —AB*zy+ AC?*z (z+y) + BC?y (z4+9y) = b* 2>+ d’zy+ oy — Cry+d®y?
La distance AD? est égale a
AD? = AB* (1 —2) y+ AC? (-1 +2z) (-1+z+y)+BC?y (-1 +z+y)
=0 20224+ b%2% — Py —bPy+Ey+adlry+bizy —Fry+a’y?
Ainsi
AB?+BC?*+CD?*+AD? = >+ +2 -2 2 +20° 2? —a® y—b? y+ P y+2a® zy+2b% zy—2 P z y+2 a® >
La distance M; M3 est égale
MM = AB* (1 —k) (k—z+kx) (-1+y)
+AC?* (k—2+4+kx)Q—z+ke—y+ky)
+BC?* (-1+k) (-1+y) l—z+kx—y+ky)
=a?—k+Vk-k+2 - —bVar+Pr+2dP ke —2P ke —d* K x
+ 0+ P+ 2? — 200k + 02 kK22 —2a®y+ 3aPky — b2 ky
+lky— Py + 2k y - Py 4+ dPry+ Py —Cry—2d’kay
2V kay+2Pkay+adlkay+ b2 kPay— Ak ay+a?y? —2a ky? +a® K2y
La distance My M? est égale &
MoM} = AB’k (1 —k+kx) (1 —y)
+AC?* (1—k+kx) (1 -2k+kx+ky)
+BC?*k (~1+y) 1 -2k +ka+ky)
=V -’k —3bk+Pk+2a® K>+ 202k — P kP + 207 kr — d® K x
3R+ AP+ P+ P ky+ 0P ky—Fky—3ad2 Ky — b’ Ky
+ERPy+adP ey + ey — ARy +ad® k2 y?
De méme

1
H1H22:Z(02+a2x—b2x—02x+b2x2+a2y—b2y+02y—i—a2xy+b2:cy—c2xy+a2y2)

L’expression
(AB? + BC? + CD* + AD?) — My M2 — My M}
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prend alors la valeur
Cradlr—bvr— e+ +dly—Vy+Ey+addry+iry—Ary+a’y?
+ k2 (—2a2—2b2+2a2x+262x—202:1:—2132962+4a2y—2a2xy—2b2my+2023¢y—2a2y2)
+k (2a2+2b2—2a2x—2b2:1:—|—202m+2b2x2—4a2y+2a2xy+2b2xy—202my+2a2y2)
Or
AB*4+BC?*4+CD*+AD* -4 H\H? = a* 4+ —d® -V z+ P o+ 22 —2a* y+a’ zy+ b2 sy — P xy+a’ o>

Il résulte que

(AB? + BC? 4+ CD? + AD?*) — MyM3 — MyM} = 4 H, H3
—2k*(AB? + BC? 4 CD* + AD? — 4 H,H3)
+2k(AB? + BC? + CD* + AD* — 4 H,H3)

On déduit

(1—2k+2k* (AB* + BC* + CD* + AD?) = My M2 + MoM7? +4(1 — 2k +2k%) H H3

2.2 Coordonnées barycentriques a partir de distances connues

Dans un triangle ABC, la connaissance des distances BD et C'D ne détermine pas complétement le
point D (le point D ayant deux positions possibles, les deux positions étant symétriques par rapport a
la droite (BC)). On déterminera dans la section Théorémes de Napoléon et théorémes semblables, les
coordonnées barycentriques des points D pour lesquels les distances BD, C'D sont imposées. On doit par-
fois intervenir pour décider quelle valeur de AD convient au probléme envisagé, ce qui n’est pas toujours
immédiat en raison de I’expression mathématique complexe de AD.

Nous contournons ici la difficulté en présentant une formule efficace qui détermine les coordonnées barycen-
triques de D en fonction des trois distances AD, BD et C'D. Une méthode différente tres efficace consiste
a utiliser les expressions analytiques des rotations (aspect traité ultérieurement).

L’évaluation de la distance AD est parfois plus aisée directement, & partir de ’observation du dessin. On
pourra notamment s’appuyer sur les classiques formules exprimant ’aire d’un triangle M; My M3 afin de
connaitre la valeur du sinus des angles du triangle, le cosinus étant lié au produit scalaire. Les formules
exprimant 'aire sont:

\/(al +az —a3) (a1 — az +a3) (—a1 + a2 + az) (a1 + az + a3)
4 )
a2 as SiH(Ml) i aj ag Sil’l(Mg) . ai as Sin(Mg)
2 N 2 N 2
avec, par définition, MMy = a3, M1 M3 = ag, MaM3 = ay.

CLZ"I"G(Ml, Mg, Mg) =

Exercice 2.2.1 passage distances vers coordonnées barycentriques, dans un quadrilatére

Soit ABC' un triangle et D un point du plan. On suppose connues les distances AD?, BD? CD?.
Montrer que les coordonnées barycentriques du point D s’expriment en fonction de ces distances et des
carrés des longueurs des cotés du triangle ABC' et sont des fractions rationnelles en ces variables.
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Solution:
Dessin ={A, B,C, D}
Les points purs choisis sont A, B, C.
Le point composé est D.
Posons D = {x,y,1 —x —y} avec z et y a préciser.
La distance AD? est égale a
AD? = —AB? (-1 +2) y+ AC? (-1+2z) (-1+x+y)+BC?y (~1 +2+vy)
= 20+ 0?2 —dly—y+Fy+dlry+ Py —Fry+ady’
La distance C'D? est égale &
CD? = —AB*2y+ AC?z (x +y) + BC%y (z + y)
=22 +adlry+ Py —Ery+ay?
La distance BD? est égale &

BD? = —AB*z (-1 +y) + AC?z (-1 +z+y)+ BC? (=1 +y) (-1 +x+y)

=a?—d’z-bVr+Fr+b?? -2 y+dPry+ ey —Fry+a®y?

On a donc:
AD? —BD? = -’ +b* +d*z -V r—Pr+dy—-bPy+ Aty
CD?>-BD?>=—-d*+d*z+bx—x+2d%y
AD?> —CD?* =b* -2z —a’y— by + 32y

La résolution du systeme linéaire

—a*+d’r+bv*r—cEr+2d?y=—-BD?*+ CD?
V¥ —202z—a’y—bly+cFy=AD? - CD?

donne:
a*+2a? AD?> —a?2b? —a?BD? -V BD? — 4?2+ BD?*2 — a2 CD? + V2 CD? — 2 CD?
Tr =
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
a2 AD? + a2 + AD?> b2 — bt — 202 BD? — AD?> % + b2 %2 — a2 CD?* + b2 CD? + 2 CD?
y:

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

On obtient donc

a* +2a> AD? —a?V? —a®? BD?> — b BD?> —a?*c* + BD* > — a®>CD? + v>* CD? — 2 CD?
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) ’

a? AD?> +a?b? + AD?b? —b* — 202 BD? — AD?> 2 + v* > —a?CD? + b2 CD? + 2 CD?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

a? AD?> — AD?bv? — > BD> + 0* BD?> + > > + AD*> 2 + v> >+ BD*? — ¢* — 22 CD?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

D=

)

}
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Exercice 2.2.2
Soit ABCD un quadrilatére plan avec D = {z,y,1 — x —y}. On pose W, = (AC) N (BD), Wy =

(AB)N(CD) et W3 = (AD) N (BC). Ezprimer, en fonction de x et y, les distances W; A%, W; B2, W,C?,
W;D? avec i = 1,2, 3.

Solution:

Dessin = {A, B,C, D, W;}

Détermination du point Wy :

Soit W le point (AC) N (BD). Le point W est composé.
Comme W € (AC), on a, en choisissant les inconnues v

—

e —
oW1 =1 OA-I—(l—Vl) 0]

Comme W) € (BD), on a, en choisissant les inconnues ji;

_— =

—
OWy=u; OB+ (1 —Ml) oD
On déduit:

— — —

OW1 = b(1) OA + b(2) OB + b(3) OC
avec
b(1) = (1— ) @
b2)=m+y—my
b3) = (-1+m) (-1+z+y)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

€ _ Y
1y Ml_—l—i—y
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On déduit que:
—1+z+y

—1+y

T
le{l_yaov }

La distance W1 D? est égale &

AB? zy? n AC?zy? (-1+x+19y) BC?*y? (—1+2x+y)

WiD? =
1-y (—1+y)? —1+y
_ y? (a2—a2$—52$+02x+b29§2—2a2y+a2$y+b2xy—chy+a2y2)
(—1+y)°

La distance W B? est égale &

WiB? — AB*z  AC?x (—1+925+y) +BC2 (—14+z+y)
-y (—1+vy) —l+y
B a?—ad’r—Vr+ e+ -2d°y+adlry+bPary—Ery+a’y?
(—1+y)*

La distance W7 A2 est égale a

A2 AC? (~1+z+7y)? B (-1+z+y)>
1 = pr—

(—1+y)° (—1+y)°

La distance W;C? est égale &
ACQ 2 b2 2
WiC? = S S
(=1+y)" (=1+y)
Dessin = Dessin U{W2} = {A, B,C, D, W1, W3}
Détermination du point Wy :
Soit Ws le point (AB) N (C'D). Le point W5 est composé.
Comme W5 € (AB), on a, en choisissant les inconnues v

OWy =11 O—A—i—(l—l/l) O—B>

Comme W5 € (CD), on a, en choisissant les inconnues

_— =

—
OWy = 1 OC + (1 —,ul) OD
On déduit:

— — —

OW, = d(1) OA + d(2) OB + d(3) OC
avec
d1) = (1-m)
d2)=(1-m)y
d3)=1-z+mz—y+my
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

. x  —lt+z+y
! Tr+y i r+y
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On déduit que:

xz Yy
Wy = 0
2 {x+y’x+y’ }

La distance W5 A? est égale a

WaA? AB? 2 _ 2 y?
(@+y)?  (z+y)’
La distance Wy B? est égale &
W B2 AB? 22 c? x?
25" = =

(@+9)?  (@+y)’
La distance W5C? est égale &

AB%’zy AC?*xz BC?y
(z+y)? =+y 4y

V2 +adlzy+bloy—cazy+a®y?
(z+y)°

WhC? = —

La distance W5 D? est égale &

AB’zy(-1+xz+4y)? AC?’z(-1+4z+y) +BC’2y(—1+x—|—y)2
(z +y)° T+y z+y

(—1+z+y)® (P2 +dzy+Pry—Eay+ady?)

(z+y)?

WoD? = —

Dessin = Dessin U{W3} ={A, B,C, D, Wy, Wy, W5}
Détermination du point Ws :

Soit W3 le point (AD) N (BC). Le point W3 est composé.
Comme W3 € (AD), on a, en choisissant les inconnues v

—

- —
OW3 =11 OA+(1—V1) OD

On déduit:

— —

OW; = e(1) OA + e(2) OB + ¢(3) OC

avec
e(l)=vi+z—12

e2)=010-m)y
e3) = (=1+wn) (-1 +z+y)
Comme W3 € (BC), on a, en choisissant les inconnues 1

—

SN —
OWs3 = g OB+(1—LL1) ocC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne
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On déduit que:

La distance W3A? est égale a

AB*y  AC? (—1+x+vy) +BCzy (—1+z+y)

W3A? = +
3 1—2z —1+x (—1+m)2
20+ b*a? — Py — Py + Pyt dlzy+ by —Fay+a’y?
(—1+a)?

La distance W3D? est égale &

AB%2%y  AC%*2? (—1+x+y) BC?*z2%2y(—1+2+7y)
1—z —1+=x (—1+x)2
x? (b2—2b2m+b2$2—a2y—b2y+62y+a2xy+b2xy—czxy—l—agy?)
(—-1+=)°

WsD? =

La distance W3B? est égale &

2 _ BC? (-1 +x +y)? _ a? (1 +z +y)°

(—1+=) (—1+=)°

WsB

La distance W3C? est égale &
WaC? BC? 42 _ a2y
(-14+z)* (-1+z)?

2.3 Coordonnées tripolaires

Le lecteur pourra ignorer ce paragraphe en premiere lecture. La relation des coordonnées tripolaires
avec les coordonnées barycentriques est étudiée implicitement dans la section précédente.

Exercice 2.3.1 orthocentre d’un triangle
Soit ABC' un triangle et M un point du plan. On pose AM =\, BM = u, CM =v.
On o lidentité ) ) )
(,u2+1/2—a2) )\2+(y2+>\2—b2) M2+()\2+M2—C2) 2
— (PP =a?) (P + N =) (N +pP—®) 4Nt =0

Le triplet {\, u,v} constitue un repérage du point M dans le plan, il est appelé coordonnées tripolaires
du point M (relativement au triangle ABC).

L’élégante formule d’Euler traduit la nullité du volume du tétraedre ABCM (cf. le chapitre relatif au
tétraedre). Le concept de coordonnées tripolaires est généralisable a ’espace et ’analogue de l'identité
d’Euler (liée & ce nouveau contexte) sera la nullité du déterminant de Cayley-Menger que 'on formulera
sans peine pour un espace de dimension 5.

Le lecteur sera rapidement convaincu que les notations tripolaires adoptées ne sont pas les plus efficaces.
En effet, comme tout produit scalaire est une combinaison linéaire de carrés de distances,
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I'utilisation des coordonnées tripolaires amene automatiquement des systémes linéaires en les incon-
nues AM?, BM?, CM? (voir ci-dessous): la notation AM? = \, BM? = p, CM? = v semblait donc
préférable afin de visualiser directement la linéarité des équations (en les variables {2, u2, 12}).
En fait, il existe des relations exactes reliant entre elles les distances entre les différents points
d’une figure géométrique. Ces relations sont 'aboutissement de la résolution du systeme linéaire constitué
par les diverses propriétés métriques (fournies par 1’énoncé du probleme ou de I’exercice). Ces relations
sont alors affinées par l'identité d’Euler qui traduit I’apparte-nance des points au plan.
Solution:
Nous utilisons les notations dy = AB, dy = AC, d3 = AM, dy = BC, d5 = BM, dg = CM adoptées dans
I’étude du tétraedre. L’expression mentionnée dans l'identité d’Euler devient

(—d12 + d32 + d52)2 d62 + d52 (—d22 + d32 + d62)2 + d32 (—d42 + d52 + d62)2

— (—d12 + d32 + d52) (—d22 + d32 + d62) (—d42 + d52 + d62) — 4d32 d52 d62
et le développement détaillé de cette expression montre qu’elle est égale a (—144) VXBCM, la notation
Vapom désignant le volume du tétracdre ABC M.

Exercice 2.3.2
Déterminer les coordonnées tripolaires de [’orthocentre.

Dans I’espace, la recherche de I'orthocentre d’un tétraedre se traduit par un systéme linéaire en les incon-
nues AH?, BH?, CH?, DH? n’ayant, en général, pas de solutions.

Solution:

Par définition de l'orthocentre H, on a (la derniére équation est inutile)

A1 . R — 2 2 2 2
(-=2) AH- BC=AB*— AC* - BH*+CH*=0
(—2) BH - AC = AB®> — AH?> ~ BC?> + CH? =0
(—2) CH - AB = AC? — AH? — BC®* + BH? =0
La résolution de ce systéme linéaire en les inconnues AH?, BH?, C H? donne
AH? = AB® — BC® + CH”
BH? = AB* — AC® + CH?
L’appartenance de H au plan ABC est reflétée par ’égalité d’Euler qui devient ici
0=AB® -2 AB* AC* + AB* AC* — 2 AB* BC* + 2 AB*> AC? BC* + AB* BC*+
(AB*— 2 AB* AC* + AC" — 2 AB® BC? — 2 AC* BC? + BC") CH”
Cette équation linéaire en I’inconnue C'H? fournit
b2 (—aQ 42— 62)2

V= O = (a—b+c)(a+b—c)(-a+b+c)(a+b+c)

On déduit alors )
a2 (a2 2 C2)

N = AH* = (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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b2 (—a? + B2 — 2)?

W= B = e e b= (Cat bt (et bE e

Le retour (facultatif) aux coordonnées barycentriques s’effectue en appliquant les formules établies dans
la section précédente.
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CHAPITRE

3

Le cercle des neuf points d’FEuler

3 Le cercle des neuf points d’Euler

3.1 Le cercle des neuf points d’Euler

Exercice 3.1.1
Soit ABC' un triangle d’orthocentre H, M, Mp, M¢ les milieur des segments [B,C],[A, C],[A, B]
respectivement, Ha, Hg, Ho les pieds des hauteurs issues respectivement des sommets A, B, C.

1. Déterminer le centre E,, et le rayon rg du cercle passant par Ma, Mp, Mc (cercle d’Euler).

2. Montrer qu’un point de coordonnées barycentriques M = {X,Y, Z} appartient au cercle d’Euler si
et seulement si

0=(a®>-b"-c) X+ (-a®+* - ) Y+ (—a® - b" + ) Z°
+2 (XY +V¥XZ+d’Y Z)
3. Déterminer intersection de ce cercle avec les cotés du triangle A, B, C'.
4. Montrer que ce cercle passe par les milieuz des segments [A, H|, B, H|, |C, H].

5. Déterminer le point d’intersection du cercle d’Euler avec le segment reliant le point E, au centre
du cercle exinscrit tangent au coté BC.

6. Montrer que le centre E, du cercle d’Euler est le milieu du segment [H, K|, K étant le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC (E, appartient donc a la droite d’Euler).

7. Les droites joignant respectivement les milieux des segments [A, H],[B, H|, [C, H] auxz milieux des
segments [B,C], [A, C],[A, B] se coupent en E,, qui est alors le milieu de chacun de ces segments.

Solution:
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1). Nous définissons le cercle d’Euler comme étant le cercle passant par les points

11
= —. =
Ma {072,2}
1 1
B {27 72}
11
Mo =1{>,=
C {2>270}

Le centre E, = {z,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier E,M3 — E,M% =0 et E,M3% — EUM(QJ =0, soit
a? — b+ (—2a2—|—2b2—|—202) T+ (—2a2—|—262 —202) y=20
—a? =202 + P+ 4%z + (2a2+2b2—202) y=0

La résolution de ce systeme linéaire donne

o (b2_02)2_a2 (b2+02) a2+ bt —a?E -2+

9 <a4+(b2_02)2_2a2 (b2+02)) T2 (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

a4—b202—|—c4—a2(b2+202) B a4—a2b2—2a202—b202+c4

9 (a4+(b2—02)2—2a2 (b2+02)> “2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Les coordonnées barycentriques du centre sont ainsi

By = { —a?P+br—a? 202+ A
Y 2@-b-c)(at+b—c)(a—b+c)(atbtc)
at—a?? —2a°E -+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
a* —2a2? +b* —a? 2 - b2 2

2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—l—b—l—c)}
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Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

252 2
9 a*b*c
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

T =

En revenant a la valeur du rayon R du rayon du cercle circonscrit au triangle ABC', nous notons que rg
est la moitié de R (résultat connu).

2). Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est
égale a r%, soit

0=a’X?2—b0?X?’-X?4+22XY —a®°Y?’+02Y?2 Y’ +202° X Z+2d°Y Z —a* 7% —b* 7% + 2 72

3). Déterminons l'intersection du cercle avec la droite (BC'). Un point appartenant a la droite (BC) a
pour coordonnées barycentriques

{0,k,1 -k}

k étant un réel quelconque.
Lorsque ce point est sur le cercle, I’équation du cercle devient

0= —a2—b2+02—(—4a2—2b2—|—202) k—4a® k>

Il suit

1 e a? + b — 2

2 2a?

On déduit que l'intersection est formée de M4 = {0, %, %} et de

a4+ - a® -+
2 a? ’ 2a?

Ha = {0, }

qui sont les coordonnées barycentriques du projeté orthogonal de H sur (BC).
4). Les coordonnées barycentriques de 'orthocentre H sont

(a? +b% — %) (a2—b2+02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(a® = b* = c?) (a® +b* — ?)

(a—b—c)(a+b c)(a—b+c)(a+b+c)
(a? — %) (a® = b+ )
(a—b—c) (a+b— ) (a—b+¢) ( a—i—b—l—c)}

H = {

Un point appartenant a la droite (AH) a pour coordonnées

—at v 202+ A+ 20tk 202’k —2a® Pk
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(a? = b* = c?) (a® +b* —?) (-1+k)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(@ =1 - ) (@~ +2) (—1+Fk)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}

{

)
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k étant un réel quelconque.
Lorsque ce point est sur le cercle, ’équation du cercle devient

0= (a2—b2—02) (a4—b4+2b202—c4)
+(a2fb2fc2) (74a4+2a2b2+2b4+2a20274b202+204) k
+(a2—b2—02) (4a4—4a2b2—4a2c2) k>
Il suit )
k:} b — a4—(b2—02)
2 2a? (a?2 — b2 — ¢2?)
On déduit que I'intersection est formée de H 4 et du point de coordonnées barycentriques
a’b? —br*+a’+202 2 - A
{(—a—l—b—i-c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(a2—62—02) (a2+b2—c2)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
(a2—b2—02) (a2—b2+02)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}

milieu de [AH] puisque k = 3.

5). Les coordonnées barycentriques du centre du cercle inscrit sont {—a, b, c}. Un point appartenant a la

droite mentionnée dans I’énoncé a pour coordonnées barycentriques

(a?0? —b*+a* 2+ 2022 —c* ) (1—k) ak
2(—a+b+c) (a+bfc) (a—b+c) (a+b+c) a—b—c’
(at—a?b?* —2a* 2 —b* A+ ) (1 bk
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) —a+b+c’
(a'— 26252 +b* — a2 — 12 2) (1 ck
2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c) _a—b—c}

k étant un réel quelconque.
Lorsque ce point est sur le cercle, ’équation du cercle devient

0=—-a’®*+ (a5 +2a°b—a’t? —4a®b® — b +2ab® +b° +2a°c+8a'be+6a°b%c
—6a’b®c—8abtc—20c—a*P+6a>bP +15a2 2P +6ab>? —bt? —4a> 3
—6a’bS +6ab? S +43 —a?ct —8abct — b +2ac® — 20 + ) K2

11 suit
abe

at+a?b—ab? -0 +a2c+3abc+b2c—ac?+bc?—c3
On déduit que l'intersection est formée du point de coordonnées barycentriques

{(=a*b+b* —a*c—2abc—b*c—bc* + ) (a®b+a®b* —ab® - b?

+adctab’cta®?P +ab +207° 2 —ac® —ct),

(a®> —ab® +a’c+2abc+b?c—ac® — ) (a* +a®b—d®b? —ab?

+a*be+bc—2a2c —ab -V b+ P,

(a3 +a’b—ab®> = b +2abc—ac® +bc?) (a* =22V + b +dPc

+a?be—ablc—bc—ad’E - —ad +b3)},

k=%
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les coefficients étant normalisés en divisant par
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (¢*+a*b—ab® —b*+a’c+3abe+b’c—ac® +bc —c?)
et du point de coordonnées barycentriques

—(b—¢)? (a+b+c)
2(@+a?b—ab? -0 +a?c+3abec+bic—ac®+bc?—c3)
(a+b—rc) (a+c)?
2(@+a’b—ab®> - +a?c+3abe+b’c—ac?+bc?—c3)’
(a+b)* (a—b+c)
2 (a3+a2b—ab2—b3+a26+3abc+b20—a62+b02—c3)}

{

9

Ce dernier point est I'un des points du théoreme de Feuerbach.

6). Les coordonnées barycentriques du point K sont

a? (aQ—b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’

B (—a® + 17 — 2)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2—|-b2 —02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a—l—b—i—c)}

K= {
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La demi-somme des coordonnées barycentriques des points H et K est bien égale aux coordonnées barycen-
triques du point E,,.

7). Les coordonnées barycentriques du milieu de [AH] ont été calculées & la question 4), le milieu du
segment [BC] ayant pour coordonnées barycentriques {0, %, %} La demi- somme de ces deux coordonnées
barycentriques coincide avec les coordonnées barycentriques du point F,. On procede de méme pour les
autres segments.

3.2 Théoréme de Feuerbach

Exercice 3.2.1
Dans un triangle ABC, le cercle d’Euler du triangle est tangent au cercle inscrit et aux trois cercles exin-
serits a ce triangle. Préciser les coordonnées barycentriques des points de contact (points de Feuerbach).

Solution:
Soient
J le centre du cercle inscrit au triangle ABC, r le rayon de ce cercle
J, le centre du cercle ex-inscrit au triangle ABC' tangent au coté (BC'), r, le rayon de ce cercle
Jp le centre du cercle ex-inscrit au triangle ABC' tangent au coté (AC), 7 le rayon de ce cercle
Je le centre du cercle ex-inscrit au triangle ABC' tangent au coté (AB), r. le rayon de ce cercle
E,, le centre du cercle d’Euler, rg le rayon de ce cercle

Soit J, le centre de I'un des cercles exinscrits et 7, le rayon du cercle correspondant: il est clair que
r2 = M,J2, en notant M, le projeté orthogonal de J, sur 1'une des droites tangente au cercle considéré.
Le théoreme de Feuerbach revient a démontrer que

re +1E = Jo By ry+rE=JyEy, re+rg = J.E, |r—rp|=JE,
On a
2 a? b? 2
E7 4 (—a4+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
donc

rg = K abe
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en ayant posé

1 1

K==
2 /(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

Dessin = {A,B,C,E,, J, Jo, Jy, J.}

Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont J, Jg, Jp, Je, Ey.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
J:
{a—l—b—l—c’a—i-b—i-c’a—i—b—i-c}
—a b c
o = {fa+b+c’fa+b+c7fa+b+c}
a b c
Jo = }

a—b+c —a+b—ca—b+c
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a b —c
a—i—b—c’a—f—b—c’a—i—b—c}
a?b? v +a?+202 2 -t
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
a* —a?b? —2a2c -2+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
at —2a20? + bt —a?c? - b 2
2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c)}

La projection du point J sur la droite {B, C} est le point de coordonnées barycentriques

Je = {

E, =

at+b—c a—b+ec
2¢ = 2a

{0, }

On déduit que
2 (a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)
N 4 (a+b+c)

La distance E,J? a pour valeur

(a3—azb—abQ—l—bS—a20+3abc—b20—ac2—bc2—|—03)2

Bl = 4(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

On a donc
r=K(a+b—c)(a=b+c) (—a+b+c)
B,J=K(a®—a*b—ab®+b* —ad’c+3abc—bc—ac® —bc? +c3)
Ainsi rg —r = E,J.

La projection du point J, sur la droite {B,C} est le point de coordonnées barycentriques

a—b+c a+b—c
2¢ = 2a

{0,

}

On déduit que
s (a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

“ 4 (—a+b+c)

La distance E,J? a pour valeur

(—a3—a2b—|—ab2—l—b3—aQC—Sabc—bQC—i—acQ—b62+c3)2
4(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

B,J? =

On a donc
ro =K (a+b—c) (a—b+¢c) (a+b+c)

EuJa:K(a?’—i—azb—abQ—b3+a20+3abc+bzc—a02+b02—03)

Ainsi rg + 14 = EyJ,.
La projection du point J, sur la droite { B, C'} est le point de coordonnées barycentriques

a—b—c a+b+c
2¢ = 2a

{0, }
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On déduit que
(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

4 (a—b+c)

2 _
Tb =
La distance Equ? a pour valeur

(a3+a2b—ab2—b3—a2c—3abc—b20—ac2+bc2+03)2
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

B J; =

On a donc
=K (a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

EuJbIK(—a3—a2b+abz+b3+a20—|—3abc—|—b20—|—a02—ch—cg)
Ainsi rg + 1 = EyJp.

La projection du point J. sur la droite { B, C'} est le point de coordonnées barycentriques

a+b+c a—b—c

0
{0, 2¢ = 2a

}

On déduit que
9 (-a+b+c)(a—b+c)(a+b+c)

¢ 4 (a+b—c)

La distance E,J? a pour valeur

(a3—aQb—ab2+b3+a20—3abc+bzc—a02—b02—03)2

4(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

E,J? =

On a donc
re=K (a—b+c¢)(—a+b+c) (a+b+c)
BJ.=K(-a*+d’b+ab® -0 —a’c+3abc—bc+ac® +bc® + )
Ainsi rg + 1. = E,J..
Soient Fy, Iy, F, les points de contact du cercle d’Euler avec les cercles ex-inscrits, F; le point de contact

relatif au cercle inscrit. Chaque point F,, (avec a = a, b, c) est le barycentre de {(Ey,7g), (Ja,Ta)} €t F;
est le barycentre de {(E,,7g),(J,—r)}. On a donc

OF. =" OB+ " ou,
TE+ Ta TE+ Ta

— rE g —

OF; = OFE, + oJ
re —T rg —rT

I1 suit )
{ (—a+b+c) (b—rc)
2(@—a’b—ab®+b—a?c+3abec—b2c—ac?—bc?+c3)’
(a—c)? (a—b+c)
2(@—a?b—ab?+b—a?c+3abc—blc—act-bc?+c3)
a— a+b—c
(0= b (a4 b0 \
2@ —-a?b—ab’>+b3—a?c+3abc—bc—ac?—bc?+c3)

F, =
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(b—ec)? (a+b+c)
2 (—a®—a?b+ab?+b3—a?c—3abc—b2c+ac2—bc2+c3)’
(a+b—c) (a+c)
2(@+a’b—ab® - +ac+3abe+b2c—ac?+bc?—c3)’
(a+b)? (a—b+c)
2 (a3+a2b—ab2—b3+a20+3abc+620—a02+b02—03)}
(—a—b+c) (b+c¢)?
(@3 4+a?b—ab?>—b—a?c—3abc—bc—ac?+bc2+c3)’
(a—c)? (a+b+c)
2 (a®+a?b—ab?—b>—a?2c—3abc—bc—ac?+bc?+c3)’
(a+b)?*(a—b—c)
2 (a3—|—a2b—ab2—b3—a2c—3abc—b20—a02+b02+c3)}
{ (—a+b—c) (b+c)?
2 (a®—a?b—ab?+b3+a2c—3abc+b’c—ac®?—bc?—c3)’
(a—b—c) (a+c)?
2 (a®—a?b—ab?+b3+a2c—3abc+bic—ac®—bc?—c3)’
(a—0b)? (a+b+c)
2 (a3—aQb—abQ—|—b3+a2c—3abc+b2c—ac2—bc2—03)}

F,=1

Fb:{2

F. =
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CHAPITRE

4

Points classiques

4 Points classiques

4.1 Coordonnées barycentriques des points les plus classiques

H orthocentre du triangle ABC

(a2 + 02— 02) (aQ — b2+ 02)

H =

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a*+0* 4+ ) (a®* +b* — &?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a? +b* + c?) (a2—b2+c2)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c)}

K le centre du cercle circonscrit au triangle ABC

a? (a2—b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’

b? (—a? +b? — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

? (a* 4+ b* — ?)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

K =

FE,, centre du cercle des neuf points d’Euler

—(a2b2—b4+a202—|—2b202—c4)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
at —a?b? —2a’2 -2+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
a* —2a%b? + b* —a?c? — b? c?
2(a=b—-c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

B, =1

G centre de gravité
111

=333
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O Cercles exinscrits au triangle ABC

O Cercle inscrit au triangle ABC (centre J)

O Cercle circonscrit au triangle ABC (centre K)
D point situé sur le cercle circonscrit a un triangle ABC"

X (1*X +a’Y)
PX24+a?XY +02XY —2XY +a?Y?
Y (02X +aY)
PX24+a>?XY +02XY —2XY +a’Y?
—2XY
PX T XY T PXY —EXY 4272 )

D=

ou alors

b2+ a?t t (b* 4+ a*t) —c2t
V+a?t+b02t—c2t+a?t2’ P +a?t+ 02t —c2t+a?t2 B +a’t+ 02t — 2t +a?t?
en ayant posé Y =t X (expression utilisant un seul parametre ¢).
J le centre du cercle inscrit au triangle ABC

D =A{ ¥

a b c
a+b+ca+b+cat+b+c

J={ }
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Jq le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a BC'

—a b c
—a+b+c —a+b+c —a+b+c

Jp le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AC

Ja:{ }

a —b c
a—b+ca—b+ca—b+c

Je le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AB

Jo=1{

Jp = {

}

a b —c
a+b—ca+b—c a+b—c

}

4.2 Formules remarquables

Exercice 4.2.1 Théoreme d’Euler
Soit ABC un triangle, K le centre du cercle circonscrit, J le centre du cercle inscrit, r le rayon du cercle
wscrit et R le rayon du cercle circonscrit. Montrer que

JK? = R(R—27)

Solution:

Dessin ={A,B,C,J, K}

Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont J, K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
a+b+ca+b+cat+b+c

J={ }
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a? ((12—1)2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’

b? (—a? +b? — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

? (a* 4+ b* — ?)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

La projection du point J sur la droite (AB) est le point de coordonnées barycentriques

K =

a—b+c —a+b+ec
0
2¢ 2¢ 0

Jo =1

La distance JK? est égale a

JK? =

aAC? ¢ (a3—a26—ab2+b3+2abc—a02—bcz) (aQb—b3+a26—2abc+b20+b02—03)

(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?

b BC? ¢ (a3—a2b—ab2+b3+2abc—ac2—bc2) (a3—ab2—a20+2abc—b2c—a02+c3)

(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c) (a+b+c)?

+aAB2b (aQb—b3+a20—2abc—|—b2c—|—bcg—03) (a3—ab2—a20+2abc—b20—a02+c3)

(a—b—c)*(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)?

soit
JE? — abc (a3—a2b—ab2+b3—a2c+3abc—b2c—a02—b02+c3)

(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La distance AK? = R? est égale &
2 b2 BC? 2 (—a2+b2 —02) (a2 + b2 —02)
(—a+b—0)*(@+b—0c)?(—a+b+c)(a+b+c)
AC? 2 (a2—|—b2—02) (a2b2—b4+a202—|—2b202—c4)
(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c) (a+b+c)?
AB?p? (—a2 +b% — 02) (—a2 b2+ bt —a?c? - 2022 + 04)
(—a+b—c)(a+b—c)?(—a+b+c)(a+b+c)?

soit
a’ b2 ¢?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c)

La distance JJ?2 = r? est égale a

AK? =

5 (a—b+4+c)(a+b—c)(—a+b+c)

T 4 (a+b+c)
On a donc
JK2 - R?2= Lbc
a+b+c
Or 212 2
R2,2 a“b*c !
4(a+b+c)
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Il résulte la formule JK? = R(R —2r).

Exercice 4.2.2

Dans un triangle ABC, la somme des carrés des distances du centre K du cercle circonscrit aux centres
J, Ja, Jp, Jo des quatres cercles tangents aux trois cotés du triangle est égale a 12 fois le carré du rayon
R du cercle circonscrit, soit

KPP+ KJ2+ KJ+ KJ? = 12 R?

Solution:

Dessin ={A,B,C, J, J,, Jy, J., K}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont J, J,, Jp, J., K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
S = {a+b+c’a+b+c’a+b+c}
—a b c
Ja:{ }

—a+b+c —a+b+c —a+b+c
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1

a —b c
Ty = {a—b—i-c’a—b—i—c’a—b—i-c}
a b —c
Jc:{ }

a+b—ca+b—c a+b—c

a? (a® — 02 — 2
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
b? (—a? +b? — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
? (a* 4+ b* — ?)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

K =

La distance KJ? est égale a

bBC'QC(a3—|—a2b—ab2—b3+2abc—a02—|—bc2) (ag—ab2+a20—|—2abc—|—bzc—acz—03)
- (a—b—c)*(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)?

aAC?c (a®+a?b—ab® —b*+2abc—ac® +bc? ) (a®’b—b*+a?c+2abc+b2c+bc? —P)
* (a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)

aAB%b (a® —ab? +a’c+2abc+ b c—ac? =) (a®b—b3+a’c+2abe+b?c+bc? —c3)
* (a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c) (a+b+c)?

KJ? =

soit
abe (a3+a2b—ab2—b3+a20—|—3abc—|—b2c—a02+b02—03)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

KJ? =
La distance K Jb2 est égale a

abce (a3+a2b—ab2—b3—a2c—3abc—b20—a02—|—bc2+c3)

KJj = (a=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

La distance KJ2 est égale &

abe (a3—azb—ab2+b3+a2c—3abc—|—b20—ac2—ch—CS)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

KJ? =

La distance K .J? est égale a

abe (a3—azb—ab2+b3—a20+3abc—b20—a02—602—1—03)

KJ? = (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

La somme a pour valeur

12a% b? ¢?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

K+ KJ}+KJ}+KJ? =
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Le carré du rayon du cercle circonscrit K A? = R? est égale &
2 b2 BC? ¢? (—a2 + b2 — 02) (a? +b% — ¢*)
C(—a+b—0)(a+b—0c)’(—a+b+c)(a+b+c)
AC? 2 (a2 + b2 —02) (a262 — b a4+ 2022 —c4)
(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?
AB2D (—a® + 0 — 2) (= (B2) +b* — a2 — 207 + &)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)?

soit
a? b? 2

= (ma+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+o)

Exercice 4.2.3

Dans un triangle ABC, soient J, le centre du cercle ex-inscrit tangent au coté (BC) et K le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC. On désigne par ro (resp. R) le rayon du cercle ex-inscrit centré en
Ja (resp. du cercle circonscrit). Montrer que

KJ?= R(R + 2r,)

Solution:

En utilisant les notations de ’exercice précédent, on a:

abce (a3 +a?b—ab? b3 +a’c+3abc+b?>c—ac’+bc? —03)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

KJ? =
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R _ a?b? c?
~ (~a+b+c)(at+b—c)(a—b+ec)(a+b+c)
donc b
KJ2fR2:L
@ —a+b+c

La projection du point J, sur la droite (BC) est le point P de coordonnées barycentriques

a—b+c a+b—c

P ={0
{0, 2¢  2a }
La distance J, P? = r2 a pour valeur
TQ_(a+bf Y(a—b+c)(a+b+c)
“ 4 (—a+b+c)
donc 0o o
2 R? = a*b*c i
4(a—b—c)

Il résulte la formule car —a +b+ ¢ > 0.

4.3 Distances entre des points classiques d’un triangle

Exercice 4.3.1
Soit ABC' un triangle, AB = ¢, BC = a, AC =b. Calculer les distances AM?, BM?, CM? lorsque

M = G est le centre de gravité du triangle
M = K est le centre du cercle circonscrit au triangle
M = H est l'orthocentre au triangle
M = J est le centre du cercle inscrit au triangle
M = Lg est le point de Lemoine

Calculer KH?, KG?, KJ?, GJ?, GH?, GL3, HL3, JL3.

Solution:

Dessin ={A,B,C,G,H, J, K, Ly}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont J, Lo, H, G, K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
J = ,
{a+b+c’a+b+c a—i—b—{—c}
a? b2 2
Lo =
° {a2+b2+c2’a2+b2+c2’a2+b2+c2}
111
G ={ }

333
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(a® +b* = ?) (a® —b* + 2)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(a2 — b2 — ) (a% + b2 — &2
(a—b—c) (a+b—c) (a—b+c)(a+b+c)
(a? —b* = ?) (a® —b* + ?)
(a—b—c) (a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c)}
a? (a2 — b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
B (—a® + 17 — 2)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)’
2 (a2+62—c2)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

H =

K= {

La distance AG? est égale &
2AB®  2AC? BC?  —a?+2b% 42

AG? = _ —
G 9+9 9 9

La distance BG? est égale a
2AB*  AC® N 2BC?  2a’-b?+2c°
9 9 9 9

BG? =

La distance CG? est égale a

—AB? 2AC*  2BC?  2a®+42b? — 2

2 _
CG_9+9+9_ 9

La distance AK? est égale &
b2 BC? ¢? (fa2 +b% — 02) (a2 +0v% — 02)
(—a+b—c)(a+b—c)?(—a+b+c)(a+b+c)?
AC? 2 (a2+b2 —02) (a2b2—b4+a262+2b262 —(:4)
(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?
AB?p? (—a2 N 02) (— (a2 b2) +vt—a?c? 202 + 04)

AK? =

(—a+b—c)(a+b—c)*(—a+b+c)* (a+b+c)
soit
a? b? 2

AR = (ma+b+c)(at+b—c)(a=b+c)(at+b+o)

La distance BK? est égale &
a’? AC? 2 (a2 — b - 62) (a2 + b — 02)

BK?* = 2 2 2 2
(a—b—c)f(a+b—c)*(a—b+c)" (a+b+c)
a®? AB? (a2—62—c2) (a4—a262—2a202—6202+c4)
(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)? (a+b+c)?
BC? 2 (a2+b2—02) (a4—a2b2—2a202—b202+c4)
 (a—b-0(a+b—cP(a—b+c)’(atb+c)
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Chapitre 4 Points classiques

soit
a?b?c?

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

BK? =
La distance CK? est égale a

a® AB? b? (a2 — b — 02) (a2 — b2+ 62)
(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)
a®? AC? (a2 —b? —02) (a4 —2a’? + bt —a%c? —1)202)
(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
b? BC? (—a2 +0v? — 02) (a4 —2a?b? + b —a?c? - b? 02)

CK? =

(—a+b—c(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)?

soit
a? b? 2

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

CK? =
La distance AH? est égale &

2 a2 AB? (a2 — b2 — 02)2 (a2 + b2 — 02)

AH? = 2 2 2 2
(a—b—c)(a+b—c)*(a—b+c)" (a+b+c)
2a2 AC? (a2 — b — 02)2 (a2 — b+ 02)
(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)? (a+b+c)?
B(C? (a2 -2 = 02)2 (a2 +b2— 02) (a2 — b2+ 02)
(a—b—c(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?
soit )
AH? — a® (a2—b2—c2)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La distance BH? est égale &

2R BC? (a? — 17 — ?) (a® — 1% + )

BH? = 2 2 2 2
(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c)" (a+b+c)
2 AB? b2 (oz2 + b — 02) (a2 — b+ 02)2
(a—b—c)P(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?
AC? (a2 — b2 = 02) (a2 +b2— 02) (a2 — b2+ 62)2
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?
soit )
BH? — b2 (a2 b+ 02)
"~ (~a+b+c)(atb—c)(a—b+c) (a+b+c)
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1

La distance CH? est égale a

—2 BC? ¢? (a2 —b2 - 02) (a2 +b%— 02)2

CH? = 2 2 2 2
(a—=b—c)(a+b—c)*(a—b+c)"(a+b+c)
2 AC? 2 (a2 + b2 — 02)2 (a2 — b+ 02)
(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)
AB? (a2 —b? —02) (a2 + b2 —02)2 (a2 —v? +c2)
(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?
soit )
oH? — 2 (a2+b2—02)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La distance AJ? est égale a

bBC?c AB?b (b4+¢) AC% c(b+c¢) b(—a+b+c)c
(a+b+c)2 (a—i—b—l—c)2 (a—l—b—l—c)2 a+b+c

La distance BJ? est égale &

aAC? ¢ aAB? (a+¢) BC?c(a+c ac(a—b+c)
BJ? = - + + —
(a+b+c)? (a+b+c)? (a4b+c)? a+b+c

La distance CJ? est égale &

a AB?b aAC? (a+b) b(a+b)BC?> ab(a+b—-c
CJ? = - + + -
(a+b+c) (a+b+c)’ (a+b+c)? a+b+c

La distance K H? est égale &
9 AC? (a4—2a2()2—|—b4+a202—|—b202—204) (2@4—a2b2—b4—a202—|—2b202—c4)
- (a—b—c)(a+b—c)(@a—b+c)(a+b+c)?
BC? (a4—2a2b2+b4+a202+6262—264) (a4+a2b2—2b4—2a202—|—b202+64)
- (@a—b—c)(a+b—c)’(a—b+c)(atb+c)?
AB? (2a4—a262—b4—a202+2b202—c4) (a4+a2b2—2b4—2a262+b202+c4)
(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)

KH

soit
a® —at b — a2+ —at 3202 vt -t -t S

K = (@b (atb o (atbrc(atbrc)

La distance KG? est égale a
2 AC? (a4—2a262+b4+a202+b202—204) (2@4—a262—b4—a202+2b262—c4)
B 9(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?
BC? (a* —2a?? + b1+ a? 2 + b2 c? —2¢%) (at +a?b? — 20" —2a% S + b2 % + )
9(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c) (a+b+c)
AB? (2@4—a262—b4—a202—|—2b202—c4) (a4+a2b2—2b4—2a202+b202—|—c4)
+ 2 2 2 2
9(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)"(a+b+c)

KG
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1

soit
(a6—a4b2—a2b4+b6—a402+3a2b202—b402—a2c4—b204+c6)

KRG = 9(a—b+c) (atb—c) (—a+tb+c) (atbtc)

La distance K J? est égale &

aAC? ¢ (a3—azb—ab2+b3+2abc—acz—bcz) (a2b—b3+a20—2abc+bzc+b02—03)

KJ? = 2 2 2 2
(a—b—c)(a+b—c)*(a—=b+c)" (a+b+c)
bBCQC(a3—a2b—ab2+b3+2abc—a02—b02) (a3—ab2—a20+2abc—b2c—a02+c3)
(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?
+aAB2b(azb—b3+a2c—2abc+b20+bc2—c3) (a® —ab*—a*c+2abc—b*c—ac® +c?)
(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
soit

abc (a3—a2b—ab2+b3—a2c+3abc—b20—ac2—bc2+c3)

KT = (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

La distance JG? est égale &

62 — AC? (a+b—2¢) 2a—b—c) _302 (a+b—2c¢) (a—2b+c) +ABQ (2a—b—2c) (a—2b+c¢)
9(a+b+c)? 9(a+b+c)? 9(a+b+c)?

soit

—(a3—2a2b—2ab2—|—b3—2a26+9abc—2b20—2a62—2b62+c3)
9(a+b+c)

JG? =

La distance HG? est égale a

2 4 AC? (a4—2a2b2+b4+a262+b202—264) (2a4—a2b2—b4—a262+2b262—c4)
B 9(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
4BC?* (a* —2a2 2 +b* +a? 2 + 022 —2c) (at +a?b? — 20" —2a2 2+ b2 % + ¢?)
- 9(a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)’(atb+c)
4 AB? (2@4—(1262—b4—a202+2b202—c4) (a4—}-a2b2—2b4—2a202+b262—|—c4)
" 9(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)* (a+b+c)

HG

soit
4 (a6—a4b2—a2b4+b6—a4c2+3a2b202—b462—a204—b264+c6)

9(a@—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

HG? =

La distance ALZ est égale &

b2 BC? ¢ AB*B? (B2 + %) AC?E (WP 4c?) b (—a® + 202 +267)

(a® + 0%+ ¢?) (a® + 0%+ ¢?) (a2 + b2+ ¢?) (@ + 0%+ ¢?)

La distance BL3 est égale a

a? AC? ¢? a? AB? (a2 + 02) BC? 2 (a2 + 02) B a?c? (2 a2 — b2 +2 02)

BLj = ~ 2 7 T 2 = 2
(a® + b2+ ¢2) (a® + 1% + ¢?) (a2 +b% + ¢?) (a2 4+ b% + ¢?)
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La distance C’L% est égale a

o2 — a®? AB*b* N a? AC? (a® +b?) N b* (a® +b?) BC*  a?b® (24 4207 — &)
" @+ +)? @+ +2)? @+ +2)? (@22 +2)

La distance GL% est égale a
AC? (a2 + b2 — 202) (2 a? - b — 02)
9 (a2 + b2 + ¢2)?
BC? (a2 + 0% — 262) (a2 —20% + 02)
B 9 (a2 + b2 + ¢2)?
AB? (2 a? —b* — 02) ((12 —2b% + 02)
9(a®+ 0>+ 02)2

GL: =

_|_

soit
(—aG—|—3a4b2+3a2b4—b6+3a402—15a2b262+3b402+3a204+3b2c4—06)

GL§ = :
9(a? + b + ¢?)

La distance HL3 est égale a

AC? (a6—a462—a2b4+b6+a264—|—b2c4—206) (2@6—a4b2—b6—a462—|—b4c2+b204—c6)

2
HEy = (@a—b—c2(a+b—c2(a—b+c)(atb+c)(a®+b?+c2)?
BC? (a5 —a*t? —a?b* + b0 + a2t + 02t —2¢5) (ab+a? bt — 200 —at? + bt 2 —a?ct + )
B (a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)? (a2 + b2+ 2)?
AB? (2@6—a462—bG—a462+b4c2+b2c4—06) (a6+a2b4—2b6—a402+b402—a204—|—06)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?(a+b2 + 2)?
soit
2 a0 —a®b2 a2 b0 — 082 L b2 4+ a2b0c2 — b2+ a2b2 B — a2 S — b2 (B 4 (0

(a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (a2 4 b2+ c2)?
La distance JLZ est égale &
aAC?c (a2+b27acfbc) (abfb2+a6702)
(a+b+c) (a2 + b2 + ¢2)?

bBC?c (a> +b*—ac—bc) (a*>—ab—bc+c?)
- (a+b+c)? (a2 + b2+ 2)?

aAB?*b (ab—b*+ac—c?) (a>—ab—be+c?)

(a+b+c)? (a2 + b2 + 2)?

soit
abc (—a4+2a3b—2a2b2+2ab3—b4—|—2a36—a2bc—ab20)

(a+b+c) (a2 + b2+ c2)?
abe (2b36—2a262—ab02—2b202+2a03+2bc3—c4)
(a+b+c) (a2 + b2+ c2)?

JL: =
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CHAPITRE

5

Droites orthogonales

5 Droites orthogonales

Toute droite est décrite par deux points, cette description étant indispensable a I’obtention par 'informatique
des points d’intersection de ladite droite avec d’autres droites. Les tangentes a un cercle, la droite or-
thogonale a une droite donnée nécessitent donc pour leur description complete, I'obtention d’un point
supplémentaire ayant des coordonnées barycentriques les plus simples possibles servant a la description
informatique de la droite. La section triangle tangentiel fait ample utilisation de la construction de tels
points. Les tangentes & une courbe quelconque (voir le cas des coniques) s’obtiennent par une démarche
distincte.

5.1 Point M tel que M M; soit orthogonal a M;Ms;.

Exercice 5.1.1
Soit M; = {X;,Y;,1 — X; —Y;} pour i = 1,2,3 des points du plan, et M un point de coordonnées
barycentriques {X,Y,1 — X —Y}.

1. Determiner la relation entre X et'Y traduisant l’orthogonalité des vecteurs MMy et MsMs.
2. Exprimer cette relation en regroupant les termes en fonction des expressions (X — X1) et (Y —Y1).
3. En déduire que le point de coordonnées barycentriques

M={Xi+(@® X+ Xo—?Xo—a? X3 -V X3+ ? X3+ 2a’ Yo — 20’ Y3) ,
Vi— (20 Xo -2V X3+ a® Yo+ 02 Y — Yo — a® Y3 — b Y3 + °V3),
1-X1 -V -a® X+ 02 X0+ Xo+a? X3 — b2 X3 — 2 X3

—a* Yo + 02 Ys — Yo +a? Y3 — b2 Y3 4 2 Y3}

———
est tel que MMy - MaMs = 0. Comparer les distances MM12 et M2M32.

Solution:
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_— —
1). La condition MMj - MsMs3 se traduit par I’équation
0=202X1 Xo —20* X1 X3+ a* Xo Y1 + 0 Xo V1 — 2 Xo V1 —a* X3 Y1 — 02 X3V + 2 X3V,
+a2 X1 Yo+ 0P X1 Yo - X1 Ya+2a* V1Yo —a? X1 Vs -0 X1 Y3+ X1 Y3 —2a®Y1 Vs
+Y (= (@®Xo) —0*Xo+ P Xo+a® X5+ b* X3 — > X5 — 2a° Yo + 24 V3)
+X (202X +20° X3 —a’Yo — P Yo+ P Yo +a’ Y3 + 07 V5 — P Y3)

2). L’expression est nulle lorsque X = X; et Y = Y] puisque le produit scalaire est alors nul. En posant

X1 =X+het Y1 =Y +k, 'expression devient
0=k (*Xo+ 0 Xo —*Xo—a’ X3 —b* X5+ * X3+ 20 Yz — 20 Y3)

+h (20 Xo — 207 X5+ a* Yo + 02 Yo — Yo — a® Y3 — b° V3 + ¢ Y3)

On obtient ainsi
(X —X1) (20° Xy —20° X3+ 0’ Yo + b7 Yy — P Yy — a” Y3 — b* Y3 + 7 V3)

0=
+ (Y -Y) (A X+ 02 Xo — 2 Xo—a? X3 — 0> X3+ X3+ 2aYs — 2a% V3)

3). Choisissons X et Y dans la deuxiéme question de telle sorte que ’on satisfasse

X-Xi=(®Xo+ 0 Xo -~ Xo—a? X3 — b X3+ 2 X3+ 20 Y2 — 24° V3)
V—Yi=—(20Xo - 202 X3+’ Yo + 02 Yo — Yo — a’ V3 — 0 V3 + 2 V3)

On a donc
X=X1+(a®Xa+0*Xo - Xo—a’ X3 - 0* X5+ * X3+ 20’ Yy — 24° V3)

Y =Y1— (20°Xo —20° X3+ a’ Y2 + > Yo — Yo — a® Y3 — b* Y3 + ¢* V3)

Il résulte que
1-X-Y=1-X1 - V1—-aXo+ b Xo+ 2 Xo+a> X5 —b*> X5 — * X5

— Yo+ VYo - Yo +d Y3 - VY3 4+ 2 Y3
ce qui décrit complétement les coordonnées barycentriques de M.
On obtient alors:
MM?E=(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) (a+b+c) (B> Xo® — 202 Xo X3+ b* X32 +a*> Xa Vs
HO XYy — P X Yo —a® X3 Yo — D X3 Yo+ P X3 Yo+’ Vo? —a® X V3 — 12 Xo Vs
+P Xy Va4 a? X Vs 4+ b° X3Ys — ¢ X3Y3 — 2a” Yy V3 4 a® Y3?)
MoM3? = (0* X2 =20 Xo Xz + 0? X32 + a2 Xo Yo + 02 Xo Yo — 2 Xo Yo —a® X3 Vs — b2 X3 Y5
+ A X3 Yo+ a?Yo? — a2 Xo Vs —0* Xo V3 + A Xo V3 +a® X3 V3 + 02 X3Y3 — X3 Y3

—2a%Ys Y3 + a® Y3?)

donc MM? = (a+b—c) (a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c) MaMz.

Page
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5.2 Illustration par des exemples

Exercice 5.2.1

Soit ABC' un triangle et M un point du plan. La perpendiculaire a la droite (M A) (resp. (M B), (MC))
passant par M coupe le coté (BC) (resp. (CA), (AB)) en My (resp. en Msy, Ms).

Montrer que les points My, Mo, M3 sont alignés.

M, M, M, alignés|?

Solution:

Dessin ={A, B,C, M}

Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont M.

Les coordonnées barycentriques du point composé M sont {X,Y,1 — X —Y}.
Dessin = Dessin U {Pl,PQ,Pg} = {A,B,C, M, Pl,PQ,Pg}

Un point P; situé sur la perpendiculaire a (AM) passant par M est

Po={a*+0* - +X-a*X -0V’ X+*X -2dY,
— 20 420 X +Y +a®Y +0°Y — 2,
l-a*+ 0+ - X+ X -V X -EX-Y+a°Y -0PY +2Y)
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Un point P, situé sur la perpendiculaire & (BM) passant par M est

P={2a*+X-a*’X -V X+ X —24d%Y,
— 2P+ H2 X +Y +PY +0°Y - A2,
1—a?+ 0 - - X4 X -PX-X-Y+d°Y -0PPY +2Y)}
Un point Pj situé sur la perpendiculaire & (CM) passant par M est
Pa={X-d®>X -V X +2X —-2d%Y
202X +Y +a2Y +b’Y — &2,
1-X+a?X -0V XX -Y+d*Y -VY +2Y}
Détermination du point M :

Soit M le point (BC) N (M Py). Le point M est composé.
Comme M; € (BC), on a, en choisissant les inconnues v

—

— —
OM; =1y 0B+(1—V1) ocC

Comme M; € (M P), on a, en choisissant les inconnues

—
OM; =pu OM + (1 —.Ul) OP,

On déduit:

—_— — —

OM; = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC

avec
b(1) = a4 =P —a? b i+ A X —a? X X+ X+a? iy X402 iy X = i X—2a*Y+2a® 1 Y

b(2) = 202 + 207 g + 202 X =202 i X + Y +a®Y +02Y - Y - a? Y =P Y + A Y

b3)=1—-a?++ 4+’ - - — X+ X 0P X -EX - X +0% 11 X+
A X -Y+dY - Y+EY -2 Y+ Y -EmY
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
20 X +202 X2 - a?Y - VY + Y +2a*° XY 4202 XY - 22 XY +2a%Y?
= P+ A+ @ XX —EX +2d2Y

_ a2 -+ X+a2 X+ X -2 X+24%Y
HL = —a2—-b2+c2+a2X+02X—-c2X+2a%Y

On déduit que:

2P X +202 X2 —a?Y — Y +A2Y +2a2 XY 4202 XY —22 XY +2a’Y?
—a? -+ 4+l X+ X -2X+2a%Y ’
—a2—b2—|—02—|—a2X—|—b2X—62X—|—2a2Y}

Ml == {07

avec

NumZ(My) = —a®> —0* + A +a®> X + 30 X — X - 20 X? +3a*Y +b*Y - Y
—2a®°XY 202 XY +22 XY —2a%Y?
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Dessin = Dessin U{Ms} = {A, B,C, M, My, Ms, Py, P>, P3}
Détermination du point My :

Soit Mj le point (CA) N (M P»). Le point My est composé.
Comme My € (C'A), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OM, = (1 — 1/1) OA+v, OC

Comme My € (M P,), on a, en choisissant les inconnues 1

OM2:M10M+(1—/L1) O—P;

On déduit:

- —

— —
OM;y =d(1) OA+d(2) OB+ d(3) OC
avec
d1)=2a* - 2a*m + X —a*X -V X+ X +a* m X+ X - m X —2a*Y +2a* 1 Y
d2)=—a*> -+ +adu+0um - +208 X 208 iy X +Y +a®Y +0°Y - 2Y -
AAmY —-bmY+EmY
d(3):1—a2+b2—02+a2,u1—b2,u1+62u1—X+a2X—b2X—cQX—a2u1X+b2,u1X+c2,u1X—Y+
Y -Y+EY -2 m Y+ mY —EmY
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

P(1-2X)(-1+X+Y)+a® (-1+X+Y)(1-2Y)-2 (-1+ X +Y —-2XY)
a2 (-14+Y)—c (-14+Y)+02 (-1+2X+Y)

Vv =

a2 - +E+22 X +Y +a2Y +02Y - 2Y
—a2 -2 +c24+202 X +a2Y +02Y —2Y

1 =
On déduit que:

—a? X - X+ AX+2 X% -2a%Y +2a° XY +202° XY —22 XY +2a%Y? 0
—a? =+ +202 X +a?Y +02Y —2Y T
a2+b2—02—2b2X—a2Y—b2Y+02Y}

M, = {

avec
NumZ(M) =a> + b —c* —a> X =302 X + A X +20° X2 - 3a®Y —b*Y +2Y

+2a° XY +20° XY -2 XY +2a4°Y?
Dessin = Dessin U{M3} = {A, B,C, M, M1, M2, M3, Py, P2, P3}
Détermination du point Mjy :
Soit M3 le point (AB) N (M Ps). Le point M3 est composé.
Comme M3 € (AB), on a, en choisissant les inconnues v;

OM;3; =1y O—A—i—(l—l/l) O_B>
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Comme Ms € (M Ps3), on a, en choisissant les inconnues

—
OM;3 =pu OM + (1 *,ul) OP;

On déduit:

—_— — —

OM; = f(1) OA + f(2) OB + £(3) OC

avec
f=X - X -VPX+EX+Pm X+ m X -EmX —2a2Y +2a> Y

f2)=20X 20 iy X +Y +a®Y +0°Y =Y - Y -0 Y +EmY
fB=1-X+*>X X -EX - X+ mX+EmX-Y+d®Y -0V’Y +2Y
— Y+ Y -EmyY
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

X+ X X -200X2424%2Y —2a2 XY —202 XY +22XY —242Y?
a2 X —-02X—-X+a2Y -Y +c2Y

vy =

1-X4+aX -0V X-X-Y+ad’Y -b0’Y +2Y
= X -PX-EXta’Y —RY + Y

On déduit que:

A{_{JX+§X—£X+2#XM4&Y+2JXY—2WXY+2&XY—2%Y2
5 2X-BX-X+a2Y —BY +32Y ’
MPX—2wxﬁ+a%ﬂ+ﬁY—w?Y—2a%XY—2§XYCHM%XY—2¥YQO}

— (@2 X)+ 02X +2X—-a?Y +02Y —2Y ’

—_—
Calculons le vecteur MiMs,. On a:

e —
MiMy = g(1) OA+g(2) OB +g(3) O

avec
gu):—ﬂ%¥—§X4q9X+2wXQ—2&Y4&a%¥y+QWXYZAM%¥Y+2ﬁY2
—a? =0+ +202 X +a?Y +02Y - 2Y
202X — 202 X2+ a?Y +0PY — Y —2a2 XY — 202 XY 422 XY —2a%Y?
9(2) = —a? -0+ +a?X+02X —-c2X +2a%Y
(@2X -0 X -2 X +a®Y -bY +c2Y)g*(3)
93) = (a2 -0+ +a?X+0PX-2X+2a%Y) (—a2 =0+ +202 X +a?Y +02Y — 2Y)
avec

g (3) = a®+0* - —a?> X 30 X+ X420 X2 -3a* Y -V’ Y+ Y42 XY 202 X Y22 X Y +24%Y?

_
Calculons le vecteur M;Ms. On a:

e — —

M M; = h(1) OA+ h(2) OB + h(3) OC
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avec

X+ X-AX-20X242a2Y —2a2XY —202 XY 422 XY —2a2Y?

h(1) =
(1) ?X-0PX-2X+a?Y -0Y +2Y

—a? b+ 202 X +a?Y +02Y - 2Y B (2)

—a?—-02+c2+a2X+02X -2X +2a42Y
Num(h(3))

—a?2 -0 ++a? X+ X —-c2X +2a2Y

h(2) =

h(3) =

avec

Num(h(3)) =a* + > —c* —a>? X =30 X + A X +20* X2 - 3a®Y - V*Y
+PY 4202 XY +20° XY -2 XY +2a*Y?
(20 X +20* X2 —a®Y —0*Y + Y 420 XY +20 XY - 232 XY +2a*Y?)
(@2 X —-0X —-2X+a’Y —b2Y +?Y)

h(2) =

On a ainsi
X -0VX-EX+dY -0BY+A2AY ——

MMy = MM
2 = il —2 92X —a?Yy - Ry + 2y 23

Exercice 5.2.2
Soit un triangle ABC' inscrit dans un cercle de centre K. Les tangentes a ce cercle aux sommets A, B, C
coupent les cotés opposés en des points A1, By, Cy. Montrer que les points A1, By, Cy sont alignés.

Solution:
Dessin ={A, B,C, P;, P», P3}
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Les points purs choisis sont A, B, C.
Un point P; situé sur la perpendiculaire a (AK) passant par A est

P ={1+b>—c* -V, %}
Un point P, situé sur la perpendiculaire & (BK) passant par B est
Py ={a*,1—a®+c* —c*}
Un point Pj situé sur la perpendiculaire a (C'K) passant par C' est
Py ={—d®b*1+a* - b*}
Dessin = Dessin U{A;1} = {A, Ay, B,C, P, P», P3}
Détermination du point Ay :

Soit A; le point (AP;) N (BC). Le point A; est composé.
Comme A; € (APy), on a, en choisissant les inconnues v

—_— — —
OA; =11 OA+ (1 — 1/1) oP

On déduit:

— — —

—
OA; =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(l) =14+ - -+
a(2) =b* (14 v1)
a(3)=c* (1 —uvy)
Comme A; € (BC), on a, en choisissant les inconnues
— — —
OAl = U1 0B+ (1 —,Lbl) ocC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

- b? _1—|—b2—62
M= 2 Y7 p_z2

On déduit que:

b2 2

(b—c) (b+c¢) (=b+c) (b+c)
Dessin = Dessin U{B;} = {A, Ay, B, B1,C, P, P,, P3}

Détermination du point B :

Soit Bj le point (BP,) N (AC). Le point B; est composé.

Comme B € (BP,), on a, en choisissant les inconnues v

A = {0, }

—_— =

e
v1 OB + (1 — 1/1) )

Q
=
I

On déduit:
— —
OB; =c¢(1) OA+¢(2) OB + ¢(3) OC
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c(1) =a® (1 —vy)

c2)=1-a’+c+d’v -
c(3) =c* (=14 1)
Comme B € (AC), on a, en choisissant les inconnues

—

—_— —
OBl = U1 OA+(1 —Ml) OC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

a? 1—a?2+¢2
= —_— VM=
M= p_z ! —a? + 2
On déduit que:
2 2

a c
) O’

(a—c) (a+c¢) " (—a+c) (a+c)

Dessin = Dessin U{C} = {A, A1, B, B1,C,C1, P, P, P3}

Détermination du point Cf :

Soit C le point (CP3) N (AB). Le point Cj est composé.

Comme C; € (CP3), on a, en choisissant les inconnues 4

B = {

}

_— =

—
OC1 =v; OC + (1 — 1/1) OP;

On déduit:

— — —

OCy = e(1) OA + e(2) OB + ¢(3) OC

avec
e(1) =a® (=14 1)

e(2) =b* (1 —uvy)
e(3)=1+a*-b*—ad*v + >y
Comme C; € (AB), on a, en choisissant les inconnues j;
O_Cl):Nl (74+(1—M1) OB

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

a? 1+ a?—b?
M= 2 MI= 72 2
On déduit que:
a? b2
1 = { 0}

(a—0) (a+b) (—a+Db) (a+1b)’

—_—
Calculons le vecteur 41 B7. On a:

_— — —
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avec 2
g(1) = (a—c) (a+c)
2
9(2) = '

(=b+c¢) (b+c¢)
(a—b) (a+b)
)

S PP P W e

—
Calculons le vecteur A4;C4. On a:

A1C1 = (1) OA + h(2) OB + h(3) OC

avec 2
"= T @y
B —b% (a—c) (a+c)
h2) = (a—0b) (a+b) (b—c) (b+c)
2
") = = 0
On a ainsi SR
ABl = 5 A

5.3 Le théoréme des trois cercles de Monge et d’Alembert

Exercice 5.3.1 les trois cercles de Monge et d’Alembert

Soient trois cercles 'y, T2, I's disjoints deux a deuz, de centres A, B, C et de rayons respectifs R1, Ra, R3.
Les tangentes extérieures communes & deux cercles se coupent en Jy pour I'y et I'a, en Jo pour I'y et I's,
en Js pour I'y et I's. Les tangentes intérieures communes a deux cercles se coupent en K1 pour I'v et I'g,
en Ko pour I'y et I's, en K3 pour I'g et I's.

1. Montrer que les points Jy, Jo, J3 appartient a une méme droite A.

2. Montrer que la droite passant par deux des points K;, K; avec i # j coupe la droite A au point Ky,
avec k # i, k # j.

Solution:
On suppose Ry < Ry < Rj3 quitte a changer 'ordre des notations.
Dessin = {A, B,C, Ji, Jo, J3}
1). L’application du théoreme de Thalés permet de déterminer directement les équations vectorielles. En
effet, en désignant par M; € I'; et My € I'y les points de contact de 'une des tangentes extérieures aux
cercles I'y et I's, on a

JiMy 1A AMy Ry

JiMy 1B BMy; Ry
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— R =3
donc J1A = R—; J1B.

On a ainsi les équations vectorielles

- R,
= JJA—-— B
1 R, J1
- R,
0 = JoA— —
2 i JoC'
0 = JgB—&ch
R3

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

— — Ry

0 = OA— 2 0B+ OJ

- Ry Ry !

T = 04— B gg, Ry OJs
R R

0 = 03_&004_ng3
R R

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 67



Chapitre 5 Droites orthogonales

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont Ji, Js, J3.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

Ry
= 0
B —R3 Ry
B ~Rs Ry

—
Calculons le vecteur J;Js. On a:

— — —

Tids = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec

a(1) = Ry (Ry — R3)
(R1—Ry) (Ry — R3)
—R,
a(2) = B Ry
Ry
a(3) = R R

—_—
Calculons le vecteur J1J3. On a:

— —
JiJs = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC

avec R
b(1 2
(1) = BT
Ry (R3 — Ry)
b(2) =
® (R1— Rp) (R2 — Rs)
Ry
b(3) =
(3) -
On a ainsi R (R R
Ty = 1 (B = By) T Js

Dessin = Dessin U{K, Ko, K3} = {A, B,C, Ji1, Jo, J3, K1, Ko, K3}

2). L’application du théoreme de Thales aux tangentes intérieures détermine les équations vectorielles

T - KA+ R
Ry
R

6) = K2A_|_71 KyC
R3

— — Ry

—
0 = K3B+R—K36’
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et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

5 — R == (Ri+R2) —

= OA+ — OB - OK;
Rs 2

T = oAy rge. Bt R G
R 3

0 = 0B+22 o0 Ut o
R3 R3

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont K1, Ko, K3.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

Ry Ry
K = , ,0
! {R1+R2 Ri + Ry )
R3 Ry
K = 70’
2 {R1+R3 R1+R3}
Ky = { R3 Ry

0’ )

Ro + R3™ Ry + Rg}
Dessin = Dessin U{P} ={A, B,C, Ji, Jo, J3, K1, K2, K3, P}
Détermination du point P :

Soit P le point (J1J2) N (K1 K3). Le point P est composé.
Comme P € (J1.J2), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OP =v, OJy + (1 — 1/1) 0OJy

On déduit:

avec

- vi Ry Ro+ Ry R3 —v1 Ri R3 — Ro Rg

3 (R1— R2) (Rs — R)
141 R1
=R R,
_ (1 — I/1) R1
R R

Comme P € (K1K3), on a, en choisissant les inconnues 1
— — —
OP = 1 OKq + (1 — ,ul) OK>

On déduit:

— —

OP = d(1) OA +d(2) OB +d(3) OC

avec

_ B Ry + Ry Ry — pn By R3 + Ry Ry
(R1 + R2) (R1 + R3)

d(1)
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(2) = p1 Ry
Ri 4+ Ry

A=) B
d(3) = Ri+ R3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

by = (=R1 + R2) Rs3 [y = (R1 + R2) Rs
Ry (R2 — R3) Ry (R3 — Ro)
On déduit que:
P = {07 fis 1tz }

—Ry+ R3’ Ry — R3

Le point P = (J1J2) N (K1K32) est donc le point J3. Les intersections avec les autres couples de droites se
résument a un calcul analogue.

5.4 Un théoréme de Cantor

Exercice 5.4.1

Soient ABC' un triangle, A1, By, Ci les milieuz respectifs des segments [BC|, [AC], [AB], T le cercle
circonscrit au triangle ABC de centre K. Soient As (resp. Ba, Ca) la projection orthogonale du point
Ay (resp. By, C1) sur la tangente au cercle I' issue de A (resp. issue de B, C respectivement).
Montrer que les droites (A1As), (B1B2), (C1C2) sont concourantes en un méme point qui est le centre
du cercle des neuf points d’Euler du triangle ABC.

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 70



Chapitre 5 Droites orthogonales La géométrie euclidienne par I'informatique I

Solution:

Dessin ={A, Ay, A1, B, By, B1,C,Cy,Cy, K}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, A1, By, C1, Ag, By, Cp.

Les coordonnées barycentriques des points composés (autres que K) sont:

11

A = e
1 {07272
1 1

By = {>,0,~

1 {27 72}
11

= 770

Cl {272a}

Un point Ay situé sur la perpendiculaire a (AK) passant par A est
Ag = {1+0*—c% —b?, c*}

Un point By situé sur la perpendiculaire a (BK) passant par B est
By = {da®,1 —d®>+ 2, -}

Un point Cj situé sur la perpendiculaire a (CK) passant par C' est
Co = {—a%,b*,1+a®—b*}

Dessin = Dessin U {rl_) BQ. (/V-'_)} = {4 ;—1()f ;—’11 s 44«'_)7 13f BUA B] y Bgf C, (’()f (7] s (/V-'_), l\r}

Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont As, By, Cs.

La projection du point A; sur la droite (AAp) est le point Ay de coordonnées barycentriques

A — (b* + ¢*) (a2b2—b4+a2c2—|—26202—c4) (=b+c) (b+c) (a* —b* - ¢?)
2 =1 402 b2 c? ’ 492 c? ’
(b—c) (b+c) (a* —b* — ¢?)
4 q2 b2 }

La projection du point By sur la droite (BBy) est le point By de coordonnées barycentriques

(a—c)(a+c) (@@—02+¢) —((a2+?) (at—a2b? —2a2 2 — 122 + t))

By ={ 462 2 ’ 4a2b?c? ’
(—a+c) (a+c) (a® —b*+c?)
4a2b? }

La projection du point Cy sur la droite (C'Cy) est le point Cy de coordonnées barycentriques

(a—0b) (a+b) (a®>+b*—c*) (—a+b) (a+b) (a®+b*—c?)

G2 ={ 462 2 ’ 4a?c? ’
—(a2+b2) (a4—2a2b2+b4—a202—b202)
4a2b2c2 }

Dessin = Dessin U {]} = {A 44(), 441 s A«'_). B, BUA B] y Bg, C, (w(), (,,V] s (7-2, J, [Xy}
Détermination du point J :
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Soit J le point (A1 As) N (B1B2). Le point J est composé.
Comme J € (A;1A3), on a, en choisissant I'inconnue v

— —_— —_—
OJ =11 OA; + (1 — Vl) OA,

On déduit:
— — — —
OJ =a(l) OA+a(2) OB+ a(3) O
avec
(b +¢?) (a®b? = b +a? P +202 2 —ct) (1-1)
a(l) = 4a2b?c?
a2+ b+’ — A+ a2y bt + a2+t
a(2) =
4q2 2
(3) = - -2+ A+ v+ a2y -ty
)= 4 a2 b2

Comme J € (B1Bs2), on a, en choisissant I'inconnue pq

— — —
OJ = p1 OBy + (1 — 1) OBs

On déduit: N . . .
OJ =b(1) OA+b(2) OB+ b(3) OC
avec
b(l):a4—a2b2—|—b202—04—a4,u1+a2b2u1+b202u1—1-04,u1
462 2
(a2+c2) (a4—a2b2—2a202—b262—|—c4) (=1+ 1)
b(2) = 40202 c?
b(3) = —at+ a2 -t rat a2 —
N 4q2 b2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

att? —2a2  + 0+t 2 — 202022 — bt — 242t — Pt 4+ (O
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c) (b?+3?)

vy =

al —2a* 2+ a?2br —at 2 — 2822 2+t — a2t — 22t 4+ (O
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®>+ 2)

1 =

On déduit que:

—(a2b2—b4+a2c2+2b2c2—64)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c)
at —a?b? —2a%2c - b2+t
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
at* —2a’b? + bt —a?c? - b2 P
2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—f—b—f—c)}

Ce point est le centre E, du cercle des neuf points d’Euler.

J={
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CHAPITRE

6

Points cocycliques

6 Points cocycliques

6.1 Condition de cocyclicité

Exercice 6.1.1
Déterminer le rayon et les coordonnées barycentriques du centre K du cercle circonscrit a un triangle
ABC'. Montrer qu’un point M = {X,Y,Z} appartient a ce cercle si et seulement si

EXY+VPXZ+d’YZ =0

Solution:
Equation du cercle passant par les points A, B, C"
Le centre K = {x,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier KA? — KB%? =0 et KA? — KC? = 0, soit

—a?+ b+ (a* = ) v+ (a® - 0P+ ) y=0
b2 — 2%+ (—aQ—b2+c2) y=20
La résolution de ce systeme linéaire donne

a? (a2 — b2 — 02)

v (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
- D (—a? + 12 — ?)
Y= Catb—c) (atb—c) (—atbtc) (atbto)

Les coordonnées du centre K du cercle circonscrit au triangle ABC' sont ainsi
a? (a2 — b — 02) b? (—a2 + b2 — 02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—ma+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)’
2 (a2 +b% — 62) !
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

K=

Le rayon R au carré de ce cercle a pour valeur R? = AK?, soit
a?b? c?

R =
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit
0=CXY+V¥XZ+d°YZ

2 XY

) PX+4a?Y S
c‘ XY

2 X+a2y €

En termes de coordonnées barycentriques non-normalisées, il revient au méme d’écrire M = { XY,

Les coordonnées barycentriques deviennent normalisées en les divisant par le total X +Y —
qui donne

M= X (X +a%Y) Y (b X +a’Y)
2X24+a2XY +02XY -2 XY +a2Y?2' X2 4+a2XY +02XY —c2XY +a?2Y?
—2XY
X2 4+a?2XY+02XY —-c2XY +a2Y? }

Il est parfois pratique de poser Y = ¢ X afin d’obtenir une expression plus simple dépendant d’un seul
parametre t. On obtient

b2 +a’t t (b? +a*t) —c*t

M:
{bQ+a2t+b2t—CQt+a2t2’b2+a2t+b2t—02t+a2t2’b2+a2t+b2t—02t+a2t2}

6.2 Autour du théoreme de Ptolémée

Exercice 6.2.1 Ptolémée, Viete
Soient A, B,C, D des points cocycliques. Calculer CD?, AD?, BD?.

1. Soit R le point d’intersection des droites (AC) et (BD). Préciser les coordonnées barycentriques
du point R et les quantitées

RA* RB* RC®> RD*  RA®-RC®
2. Méme question avec le point M intersection des droites (AB) et (CD).
3. Méme question avec le point N intersection des droites (AD) et (BC).
4. En déduire l’égalité de Ptolémée
AC -BD = AB-CD + AD - BC
(on suppose ici que AC' et BD sont les diagonales du quadrilatére inscrit ABCD ).

5. Montrer que
BD BA-BC+ DA-DC

AC ~ AB-AD+BC-CD

(formule de Viete)
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N

Solution:
Dessin = {A, B,C, D}
Les points purs choisis sont A, B, C'.

La géométrie euclidienne par I'informatique I

Le point D de coordonnées barycentriques {X,Y, Z} est situé sur le cercle passant par A, B, C, donc les

coordonnées barycentriques X, Y, Z satisfont
EXY+V¥PXZ+ad®’YZ=0

oy 7 — XY
d'ott Z = —pXiey:

On déduit directement la description du point composé D:
X (X +a?Y)
R2X24+a2XY +02XY -c2XY +a?2Y?’
Y (02X +a’Y)
R2X24+a2XY +02XY -2XY +a?2Y?’
XY
—b? X2 —aQXY—bQXY—i—CQXY—a?Y?}

D= {

La distance C'D? est égale a

(P*X +a’Y)?
P2X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?

CD? =

La distance AD? est égale a
a?c?y?

AD? =
RX2+a2XY +02XY —2XY +a2Y?2

La distance BD? est égale &
b2 c? X2
RX2+a2XY+02XY -2XY +a?2Y?

BD? =
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Dessin = Dessin UR = {A, B,C, D, R}
Détermination du point R :

Soit R le point (AC) N (BD). Le point R est composé.
Comme R € (AC), on a, en choisissant les inconnues v

— — —

OR=V1 OA—l-(l—Vl) ocC
Comme R € (BD), on a, en choisissant les inconnues j;

— — —

OR =11 OB+ (1—p1) OD

On déduit:

OR = OAb(1) + OBb(2) + OC b(3)
avec
(=14 pm) X (B*X +a?Y)

TRX2+ @2 XY +0R2XY —2XY +a2Y?
X2+ XY +a?u XY - XY +a?Y?
X2+ a2XY+02XY —2XY +a2Y?
A1-—m) XY
TIRXZ_2XY PXY+EXY —a2y?

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

b(1) =

b(2) =

b(3)

X +ad?Y

X +a?Y - Y
Y (B*X +a%Y)

M= X 02X + a2y — 2Y)

n

On déduit que:
b2X 2Y 2
R={ +a 0. c’Y )
X +a2Y —c2Y 22X +a2Y —c2Y

La distance RB? est égale a
b (+PX?+ XY + 0P XY -2 XY +a’Y?)
(402X +a2Y — 2Y)?

RB? =

La distance RD? est égale a

RD? — PAY2(02X +a2Y)?

X +a2Y —2Y)? B2 X2+a2 XY +02XY —2XY +a2Y?)

La distance RA? est égale &

RA2 — brcty?
(B2 X +a2Y —2Y)?
La distance RC? est égale &
RO — b2 (B2 X +a2Y)?
B2 X +a2Y —2Y)?
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Il résulte que
PAY2 (02X +a2Y)?

RA*- RC? = T
X +a?Y —c?Y)

Dessin = Dessin UM = {A, B,C, D, M, R}
Détermination du point M :

Soit M le point (AB) N (C'D). Le point M est composé.
Comme M € (AB), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OM =1, OA—l—(l—Vl) OB
Comme M € (CD), on a, en choisissant les inconnues pq

s — —
OM = 11, OC + (1 — i) OD

On déduit: . . . .
OM = OAd(1)+ OBd(2) + OC d(3)
avec
a(1) = (1—m) X (B*X +d?Y)
CRX2 4+ 2 XY +R2XY —2XY +a2Y?2
1— Y (X +ad?Y
d(2) (1—p) ( +a )

TRX2 L2 XY +0PXY —2XY +a’Y?
Pu X2 XY +a?u XY+ m XY +a?mY?
RX2+a2XY +022XY —2XY 4a2Y?2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

d(3) =

X B XY
X+vy MTX+Y) 02X +a2Y)

vy =

On déduit que:
X Y

M={—— —
{X+Y’X+Y’0}

La distance M A? est égale &

Maz = Y
(X +Y)?
La distance M B? est égale a
B - 2 X2
(X +Y)?

La distance MC? est égale &

B X2 4+a?XY +02XY -2XY +a%Y?

McC? 5
(X+Y)

La distance M D? est égale &

A X2y?

MD? =
(X4+Y) 2 X2+2 XY +0R2XY -2XY 4+a2Y?)
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Il résulte que

4 3212
XY

MA?. MB?= =2~

(X+Y)

Dessin = Dessin UN = {A, B,C, D, M, N, R}

Détermination du point N :

Soit N le point (AD) N (BC). Le point N est composé.

Comme N € (AD), on a, en choisissant les inconnues v

—

— —
ON =1 OA+(1—V1) oD

On déduit:

2l

ON = OAe(1) + OBe(2) + OC e(3)

avee 6(1):b2X2—|—a2XY—|—bQV1XY—c2V1XY—|—a21/1Y2
RX2+a2XY +02XY —2XY +a2Y?
€(2) = (1—w)Y (B*X +a%Y)
RX2+a2XY +02XY —2XY +a2Y?
A (1-v)XY
TIRX?2_2XY _RXY +EXY —a2Y?

Comme N € (BC), on a, en choisissant les inconnues jq

e(3)

O—]>V:,U,10_B>+(1—u1) O—C>'

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

X +d?Y =X (B®X +a%Y)
M= px-—2x+a2y ""TY X -EX+aY)
On déduit que:
X +dY -2 X
N:{O +a c }

"X -2 X +a?2Y 02X -2 X +a?2Y
La distance NB? est égale a

2 4 y2
9 a”c* X
BT = B2X —X +a2Y)?
La distance NC? est égale a
Ner _ TP X +a Y)?

X -2 X +a2Y)?
La distance N A? est égale a
a?c (PXP+a? XY+ XY -2 XY +a’Y?)
(2X —2X 4a2Y)?

NA? =

La distance ND? est égale &

ND? — 22 X2 (X +a2Y)”

X —2X+a?2Y)? B2X24+a2XY +02XY -2XY +a2Y?)
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Il résulte que
atct X? (b2X +a? Y)2

NB*-NC* = ;
X —c2X +a%Y)

La distance RM? est égale &

R — AY? (—a?h? X% 4+ 20" X2 + 202°* X2 — a* XY + 2a20° XY + ' XY + 20°* XY — A XY + a?b?Y?)
B (X +Y)* (12X + a2Y — 2Y)?

La distance RN? est égale a

ABX+a2Y)? (2P X2+ XY 40P XY — 202 XY 202 XY + A XY +a?b2Y?)
X -2X+a?Y)? (02X +a2Y —2Y)?

RN? =

La distance M N? est égale &

X (@ X+ a' XY 4 20°0° XY — 0 XY + 202 XY — XY + 20'Y? — a?bPY? + 262PY?)
B (X +Y)2 (02X — 2X + a2Y)?

MN?

Fqalité de Ptolémée. Posons
K2=0X* 4+ XY+ XY - XY +a*Y?
avec K > 0. Il est clair que:

:\b2X+a2Y| AD:ac|Y|

¢p K K K

L’égalité de Ptolémée
AC-BD=AB-CD+ AD - BC
équivaut a
be| X | |02 X +a?Y | ac|lY |
=c +a

b K K K

Le point D a pour coordonnées barycentriques {X,Y, _1)20)2(%} dans le repere {A, B,C}. Puisque

AC et BD2 sont les diagonales du quadrilatere inscrit ABCD, le point R de coordonnées barycentriques
{X,0, —%} est intérieur au segment BC', donc les quantitées (b2 X +a?Y) et (—Y) sont de méme
signe que l'on peut supposer positif. Il suit que X > 0 et la formule contenant les valeurs absolues

équivaut a

bch _ Cb2X+a2Y +aJac(—Y)
K K K
qui est vraie.

On a maintenant . .
Y X Y
BA-BC+DA-DC = acy 2V X +a7V |

K K
Y 2X +ad?Y
AB-AD+BC-0D:c“CK [0 ;;a |
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donc

BA-BC+DA-DC  acK?—acY (b X +a®Y)
AB-AD+BC-CD —K(ac?Y +a(b?2X +a?Y)
ac (PPX*+a*? XY+ XY - XY +a*Y?) —acY (B*X +a?Y)
—K((ac?Y +a (b>X +a?Y))
be|X
cx X Bp

K b AC

Exercice 6.2.2
Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle de centre K et de rayon R. En désignant par M
(resp. Ms) le point d’intersection des cotés opposés AB et CD (resp. AD et BC'), montrer la relation

My MZ = KM} + KM3 — 2 R?

Solution:

Dessin ={A,B,C, D, K}

Les points purs choisis sont A, B, C'.

Les points composés sont D, K.

On a directement les coordonnées barycentriques des points composés:

D= z (b z+a’y) y (b*z +a’y)
a2+a2zy+b2axy—cry+a?y?’ b2a2+a2zy+b2zy—c2ry+a?y?’
—zy
r2+alzy+b2ry—czy+a?y? }
a® (a2 —b? —02) b2 (—a2+62 —02)

K= {(a—b—c) (a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (ma+b—c)(a+b—c) (—a+b+c)(a+b+c)’

@ (a2 + 1% - )
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c)}
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Dessin = Dessin U{M;} = {A,B,C, D, K, M}
Détermination du point M :

Soit M; le point (AB) N (CD). Le point M est composé.
Comme M; € (AB), on a, en choisissant I'inconnue 4

—_— — —
OM; =11 OA+ (1 — 1/1) OB

Comme M; € (CD), on a, en choisissant I'inconnue fiq

_— =

OM; = iy OC + (1 — j11) OD

On déduit:
— — — —
OM; = b(1) OA + b(2) OB + b(3) OC
avec
b(1) = (1—p)z (b*z+ad*y)
a2+ alry+b2ry—cRry+ay?
1— b? 2
b2) (1—m)y (Pz+ady)

- b2a2+a2zy+b2zy—c2ry+a?y?

b(3) = ua?—Rry+almay+ b2y +a? p y?

b2x2+a2zy+b2xy—c2ry+ay?

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, 1 donne

. T B Ay
! T+y Ml_(m-ﬁ-y) b2z +a?y)
On déduit que:
x Y
M, = , ,0
! {x +y r+vy }
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Dessin = Dessin U{Ms} = {A, B,C, D, K, My, M}
Détermination du point My :

Soit M» le point (AD) N (BC). Le point My est composé.
Comme My € (AD), on a, en choisissant I'inconnue v

—

— —
OMsy; =1 OA+(1 —I/l) oD

On déduit:

- —>

— —
OMs = ¢(1) OA+ ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec
(1) Va4t ad?zy+vizy—cvizy+a®vy?
C =

Va?+a?zy+bzy—cry+a?y?
B (1—V1)y(bza:+a2y)
a2+ alry+b2ry—Rry+ay?
B A (=1+uwn)zy
a2+ alry+b2ry—Rry+ay?

c(2)

c(3)

Comme My € (BC), on a, en choisissant 'inconnue jq
—_— — —
OM, = 1 OB + (1 — ,ul) ocC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

bV +aly - (62$+a2y)
= VKT =
1 b2x—c2x+ay ! y b2z —c2x+a?y)
On déduit que:
v’z +a? A
Ms = {07 P 2 y2 ’ 2 2 2 }
Vr—cz+ay —b2z+c2z—ay

La distance Mj M2 est égale &

A2 AC? 2 22 N BC? ¢? g2 (b2az+a2y—|—62y) AB? 12 (b2x—|—a2y—|—02y)
1 = _
27 (@+y) (- (Pa)+Fa—d?y) (x+y) (—022)+2z—a2y)* (z+y)? (—02z)+Ex—a2y)
soit
MM — c? x? (a2b2x2+a4xy+2a2b2xy—b4:cy+2b2623:y—c4:1:y+2a4y2—a262y2+2a202y2)
3 =

(:U—l—y)2 (b2x—czaz+a2y)2

La distance K M} est égale a

KM} =

A (a**a? +atzy+btoy—2a2 oy —202Fay+ctay+a? b y?)

La distance K M3 est égale &

KMZ =

(a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (x+y)°

at (a2b2x2—2b4x2—2b202x2—|—a4xy—2a2b2xy—b4xy—2a262xy+c4a:y—a2b2y2)

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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On obtient

M{M2 — KM? — KM2 = 26°6° ¢ — 92 R2
12 ! 27 (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

car
a?b? 2

R? = AK* = (@a=b—c)(a+b—c)(a=b+c) (a+b+0)

6.3 Centres de gravité de points cocycliques

Exercice 6.3.1
Soient donnés quatre points A, B,C,D. On désigne par Ay, By,C1, Dy les centres de gravité respectifs

des triangles BCD, ACD, ABD, ABC. Montrer que les points Ay, B1,C1, D1 sont cocycliques si et
seulement si A, B,C, D sont cocycliques.

B

Solution:

Supposons A, B, C, D cocycliques.
Dessin = {A, B,C, D}

Avec des notations naturelles, on a

AXY )
02X +a?Y

D={X,Y,—
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Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont D.
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

X (1*X +a’Y)
R2X24+a2XY+02XY -c2XY +a?2Y?’
Y (0> X +aY)
R2X24+a2XY+02XY -c2XY +a?2Y?’
—-2XY
P2X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y? }
Dessin = Dessin U{A1, B1,C1,D1} ={A, A1,B,B,C,Cy,D, D1}

On a les équations vectorielles

D = {

= A1B+ AC+ A1D
= B1A+ BiC+ B1D
= CiA+ C1B+ C1D
= D1A+ DB+ DC

ol ol o =|

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

— —_— — —_— —_—
0 = -30A4,+ OB+ OC+ OD
— —_— —_— —_— —
0 = OA-30B;+ OC+ OD
— —_— —_— —_— —_—
0 = OA+ 0OB-30C,+ OD
— —_— — —_— —_—
0 = OA+ OB+ OC -30D;

Les points composés sont Ay, By, Cq, Dy.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

A =1 X (0*X +a?Y)

TR WX XY+ R XY —E2XY +a’Y?)
PX2+a?XY +202 XY —2XY +2a?Y?
3(RX2+a2XY +0R2XY -2XY +a2Y?2)’
X2 +a? XY +0?XY -232XY +a?Y?
3(RX24+a2XY +02XY -2XY +a2Y?)

Bl:{2b2X2+2a2XY+b2XY—02XY+a2Y2
3(MPX24+a?XY+02XY -2XY +a?Y?)
Y (02X +d*Y)
3(X2+a2XY +02XY -2XY +a2Y2)’
PX24+a?XY +02XY -22XY +a?Y?
3(MX24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?)
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20 X2 42 XY + 02 XY - XY +a?Y?
3M2X2+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?)
PX24+a?XY +202XY —-2XY +2a%Y?
3M2X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?)’

O =1

XY
3(b2X2+a2XY+b2XY—02XY—|—a2Y2)
111
Dy =1{-,-, =
1 {33373}

Un point M de coordonnées {X,Y, Z} appartient au cercle passant par A, By, C1 si et seulement si
0=—a?®’X* + ' X + 0?2 X* — o* X3Y + 01 X3Y + 3022 XY — 4P XY — 24 X3Y — ot X2y ?

+ 20202 X2Y? — p*X2Y? — 2022 X2Y? — 2022 XY 2 + 53 XY 2 + af XY? — bIXYS — 4’ XY
+ 3022 XY3 — 2 X Y3 4+ afY? — 2PVt 4+ 2APY 4+ P02 X3 Z — 4 X3Z - v PX3Z + o' XY Z
—7a**X?Y Z - 3v* XY Z + 8P X2Y Z — XY Z — 3a* XY?Z — 1V XY?Z + b1 XY?Z
+8a2AXY?Z — AXY?Z — 4a*Y3Z + a*0*Y3Z — a2PY3Z 4+ 26202 X2 2% + 4t X2 22 — 2022 X2 22
+2a* XY Z% + 8a*0* XY Z% + 20* XY Z? — 3a*? XY 7% — 3v2 A XY 7% + A XY 72 + 4a*Y? 22
+2a20°Y2 2% — 2d%PY 2 22

Le point M = D; convient.

La réciproque se démontre de la méme facon.

6.4 Cercle passant par les centres des cercles ex-inscrits

Exercice 6.4.1

Soit ' le cercle passant par les centres Ju, Jy, J. des cercles ex-inscrits a un triangle ABC'. Déterminer
le centre Kgp de T, le rayon et la condition nécessaire et suffisante pour qu’un point M = {X,Y,Z}
appartienne a ce cercle.

Etudier les points My, Ma, M3 intersection des segments issus de Jg, Jy, J. joignant le centre Kyp. de I’
avec les cotés du triangle ABC' (My = (JoKape) N (BC), My = (JyKape) N (AC), M3 = (J.Kape) N (AB)).

Calculer les distances Kabchz, KabcMg, KabcMg.
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Solution:

Dessin ={A, B,C, Ju, Jp, Jc, Kape}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont Jg, Jp, J..

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c

Jo = {a—b—c’—a+b+c’7a—b—c}
a b c

Ty = {a—b+c’—a+b—c’a—b—|—c}
a b c

Jc:{ }

a+b—ca+b—c a+b—c
Equation du cercle passant par les points J,, Jp, J.
Le centre M = {z,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier MJ2 — MJ? =0 et MJ2 — MJ? = 0, soit
(2a°b—2ab*) c+c (—a’b+2ab’> = +bc?) z4c (a® —2a°b+ab® —ac?) y=0
b (a?’—abQ—acz) +b (—a3+ab2+a20+a62+cb2—c3) r+b (—a3+ab2+2a20—a02) y=20

La résolution de ce systeme linéaire donne

a(a®+a?b—ab?>—b*+a’>c—2abc+b?c—ac®+bc* — 3
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

xTr =
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b (—a®—a’b+ab?+b+a?c—2abc+b’c+ac®—bc? —P)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du centre sont ainsi

y:

ad+a?b—ab?— b +a?c—2abc+blc—ac?+bc? —?)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
b (—a®—a*b+ab’+b3+a’c—2abc+b’ct+ac®—bc—c?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
c (a3—azb—abQ+b3+a2c—|—2abc+bzc—ac2—602—63)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Kape = {a (

)

I

}

Le carré r2 du rayon de ce cercle a pour valeur

22 4a?b?
" (~a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+e)

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=bcX?’+acXY+beXY+AXY+acY?’4+abXZ+02XZ
+beXZ+ad’YZ+abY Z+acY Z+abZ?

Dessin = Dessin U{M;} = {A, B,C, Ju, Jy, Je, Kape, M1}
Détermination du point M; :

Soit M le point (J,Kape) N (BC). Le point M; est composé.
Comme M € (J,Kape), on a, en choisissant 'inconnue v

—

— —_
OM,=v1 OJ, + (1 - Vl) OKape

On déduit:

— —

OM; = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
a (a3+a2b—ab2—b3—|—a20—2abc+b20—a02+b02—c3+4abcyl)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

b (a3+a2b—ab2—b3—azc—|—2abc—bQC—(zCQ—l—bCQ—G—CS—l—Qazcyl+2b201/1—2631/1)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

c (a3—azb—abQ+b3+a26+2abc—|—b26—a02—b02—03+2a2b1/1—2b31/1—|—2b021/1)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c)

Comme M; € (BC), on a, en choisissant 'inconnue p;

a(l) =

— — —
OM1 = U1 OB—l-(l—/ﬂ) OC
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

a—b+c B (—a3—a2b+ab2+b3—a20+2abc—b26+a02—b02+03)
2a Y= 4dabc

1 =
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—_—
Calculons le vecteur BM;. On a:

avec
(1) =
—a—b+ec
c(2) = P
a+b—c
o(3) = 2a

—
Calculons le vecteur BC'. On a:

avec
d(1)=0
d2) = -1
di3)=1
On a ainsi
Bl = 2= Be

Dessin = Dessin U{Ms} = {A, B,C, Ju, Jy, Jo, Kape, M1, Ma}
Détermination du point My :

Soit M» le point (JpKape) N (AC). Le point Ma est composé.
Comme My € (JpK ), on a, en choisissant I'inconnue v

— — —_—
OMy =v1 OJy + (1 - Vl) OKape

On déduit:
—_ — — —
OMs =e(1) OA+¢(2) OB +¢e(3) OC

avec

a (a3+a2b—a62—b3+a20—2abc+b20—ac2—|—b62—c3—2a201/1—2b201/1+2031/1)

1 =
e(l) (@a-b-c)@atb-c)(@a—b+c) (@at+b+o
@) b (a®+a*b—ab?—b*—a?c+2abc—b*c—ac® +bc* +c —4dabeuy)
[ =
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
3) c (—a3+a2b+ab2—b3—azc—2abc—b20+ac2+bc2+c3+2a31/1—2ab2y1—2a021/1)
e =

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
Comme M € (AC), on a, en choisissant I'inconnue

—

—_— —
OM2 = U1 OA+(1—M1) ocC
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

—a+b+c ad+a’b—ab? -0 —a?c+2abc—b2c—ac+b+ 8

1= ——F7—"— v =

2b dabe

On déduit que:
—a+b+c a+b-c
Mo —

—
Calculons le vecteur AM5. On a:

—_— — —

AMy = g(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec bt
—a — c
1 J—
9(1) 57
9(2) =0
at+b—c
—
Calculons le vecteur AC. On a:
— — — —
AC = h(1) OA+ h(2) OB+ h(3) OC
avec
h(1) = -1
h(2)=0
h(3)=1
On a ainsi ;
AMy — atb—c AC

20
Dessin = Dessin U{M3} = {A, B,C, Ju, Jy, Jo, Kape, M1, Mao, M3}
Détermination du point M3 :
Soit M3 le point (J.Kape) N (AB). Le point M3 est composé.
Comme Ms3 € (J.Kg), on a, en choisissant l'inconnue v

— — e —
OM;3=v; OJ. + (1 - Vl) OK ape

On déduit:

- —

OM; = i(1) OA +i(2) OB +i(3) OC

avec

a (a3+a2b—ab2—63+a2c—2abc—|—b20—a02—|—b02—03—2a2bl/1—|—2b31/1—2bc21/1)

(1) —
i1) (a-b-c)@atb—c)(@a—b+e) (atb+o
(2) = b (—a3 —a?b+ab’+b3+afc—2abe+bec+ac?—bE - +2a3v —2ab? —2a02y1)
ne = (a—b—c) (atb—c)(a—b+e) (atb+c)
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(3) = c (a3—aQb—ab2+b3+a26+2abc+bzc—ac2—bc2—c3—4abcyl)
ne = (—a+b+tc)(atb—c)(a—b+ec) (atbte)

Comme M3 € (AB), on a, en choisissant 'inconnue 1

—

N —
OM;3 = 1 OA + (1 — ,U,l) OB
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

—a+b+c ad —a?b—ab?+b®+a%c+2abec+b2c—ac®—bc? -8
g = ——F7 v =
2c dabe

On déduit que:
—a+b+c a—-b+c

2¢ " 2¢

M3:{ ’O}

—
Calculons le vecteur BM3. On a:

—_— — —

BM; = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC

avec b
k(1) —a+0+c
2¢
a—b—-c
k(2) =
(2) 5
kE(3)=0
—
Calculons le vecteur AB. On a:
— — — —
AB = 1(1) OA+1(2) OB +1(3) OC
avec
I(1)=-1
1(2) =1
1(3)=0
On a ainsi ,
BM; = L2 AB
c

La distance Kabch2 est égale a

AB? (a2+bQ—c2) (a3+a2b—ab2—b3+a20—2abc+b20—a62+b02—03)2
2@—b—c)?(a+b—c)’?(a—b+¢)?(a+b+c)
+AC2 (a? — 0%+ c?) (a3+a2b—ab2—b3+a20—2abc+b2c—a02+bc2—03)2
20@—b—c)(a+b—c)?(a—b+c) (a+b+c)?
BC? (a? +b* — ) (a® — 1> + %) (a3+a2b—ab2—bg+a20—2abc+b20—ac2+b02—03)2

KabcM12 -

4a2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
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soit
(a3—|—a2b—ab2—b3+a20—2abc+bzc—a02—|—bcz—03)2

Kape M =
be1 4 (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

La distance K. M3 est égale &

(a3—|-a2b—ab2—b3—a20+2abc—b2c—a02+b02+c3)2
4 (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

KabcM22 =

La distance KabcMg est égale a

(a3fazbfab2+b3+a20+2abc+b207a02fbc2703)2

4(a—=b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

I{abc‘zw'g2 -
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CHAPITRE

7

Formes fondamentales

7 Formes fondamentales

7.1 Expression analytique du produit scalaire dans le cas du plan
Le produit scalaire (—2) J\J—J\Jg : ]\m a pour valeur
AB? (X1 Y4+ XV - X1Z+XZ) (-X1 Y+ XY+ Y1 Z-Y Z))
(X +Y + 2 (X1 + Y1+ 21)°
N AC? (- X\ Y+ XYV - X1Z+X 7)) (-X1Z - N2+ XZ1+Y Z)
(X+Y + 2% (X1 + Y1+ 21)°
BC? (- X\ Y+ XN +NZ-YZ) (-X1Z-VNZ+XZ1+Y 7))
(X+Y + 2 (X + Y1+ 2)
CABP (X4 X1 Yo = Xo Z1 + X1 Z) (—Xo Vi + X1 Yo + Yo Z) — Y1 Zo)
(X1 + Y14 21)* (Xo + Yo + Zo)?
CAC? (Xa i+ Xu Yo - Xo Z0+ X1 %) (—X2 21 — Yo Zo + X1 Za + Y1 Zo)
(X1 4 Y1+ Z1)* (Xo + Yo + Zo)?
n BC? (- Xo Y1+ X1 Yo+ Yo 21 — Y1 Z5) (—X2Z1 — Yo Z1 + X1 Zo + Y1 Z2)
(X1 4+ Y1+ 21)* (Xo + Yo + Zo)?
AB? (- X3Y + XY3 - X3 Z+ X Z3) (—X3Y + X Y3+ Y372 Y Z3)
N (X +Y +2)? (X3 + Vs + Z3)°
AC? (X3 Y +XYs— X3 Z+ X Z3) (—X3Z ~Y3Z+ X Z3+Y Z3)
(X +Y + 2)* (X34 Y3 + Z3)?
N BC? (—=X3Y + XY3+ Y32 -Y Z3) (-X32 — Y3 Z+ X Z3+Y Z3)
(X +Y +2)* (X3+ Y3 + Z3)*
n AB? (—X3Yas + Xo Y3 — X3 Zo+ Xo Z3) (—X3Ya + Xo Y3 + Y3 75 — Yo Z3)
(Xo + Yo+ Z2)? (X3 + Y3 + Z3)*
. AC? (—X3Yo+ XoYs — X3 Zo + Xo Z3) (—X3Zo — Y3 Zo + Xo Z3 + Ya Z3)
(Xo + Yo + Z)* (X3 + Y3 + Z3)
_ BC? (—X3Ya+ Xo Y3+ Y3720 — Y2 Z3) (—X3 20 — Y3 Zo + Xo Z3 + Ya Z3)
(Xo + Yo + Z2)* (X3 + Y3 + Z3)°

avec M = {X,Y,Z}, M; = {X;,Y;,Z;} pour 1 < i < 3 coordonnées barycentriques non nécessairement
normalisées de points du plan.
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7.2 Expression générale de la distance entre deux points

Exercice 7.2.1 formule de la distance
Soient (A;)1<i<n n points affinement indépendants dans un espace affine five. Pour deux points M et
M* de coordonnées barycentriques M = {1, ,xj, - ,xp} et M*{a7, -+ ,x},--- 2.} dans le repere

{A1,-- A, , An}, la distance MM*? a pour valeur
)- (=t

<2£=?

* *
X, J,‘k

*
i Ty T

Ty Tk T Ty

MM*? = Yi<i<j<n j
<i<j< _ 2 2 ey
(Zizt o)™ - (ZE2T =7)
Solution:
Posons
B A S )
(st 2 ) (st [ )
F(M, M*) = Y1<i<j<n J AZ-A?

(Shopan)® - (Shopaq)®
Il est clair que f(M,M*) = f(M*M) et que f(M,M*) et que f(M,M*) est une forme invariante par
translation des points M et M*.

Evaluons I'expression lorsque M = A; et M* = A; avec i # j, i, j étant fixés. On a donc x;, = 0 sauf pour
k =1iet x; =0 sauf pour k= j. Pour 1 <r <p<mn,ona

_, |xr ke 5j 5j k=n j i i $J j 2
yh=n |Tr Tk yyk=n |00 Ol yhk=nsigi  §igl 50§t
R I A B
|z xk k=n |05 07 k=n (sj si i 57 ' '
sk=n [Tk Lp| _ yok=n 10k Op| _ syk=n 5isi _ si5iy _ §i _ §i
= T T k=1 5]2 (5; k=1 ( k~p k P) p p
Ainsi
* *
k=1 T T k=1 -
r k Tk Tp

lorsque le couple (i, j) est différent du couple (7, p).

Puisque A .
— |xF B P —n [0 &) —n |07 1
sRE T TR L (ekEr TR ) = (2hEr BU) - (2= |k =1
< k=1 1a ap ) ( k=12 xj k=117 5f k=1 5;“ 0
on obtient que f(A;, A;) = AiAjQ pour tout 1 <i < j <n.
—
Dans la base { AjAg, -+, A1A;, -+, A1 A}, le vecteur A; M a pour coordonnées
T9 T Tn
Sh=ng,’  TSk=ng T EkEngy
En posant pour tout i, u; = Sty u; = S on obtient,
_ *oul _n lur ulk
M, M*) = Sicicicn (SEEn Y Yk L (ah=n |% Y] ) 4,42
f(M, ) 1<i<j<n ( k=1 ;U k=1 up U 1435
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) : <E’fé:’f ) A;A?

En fixant M comme point origine, les u; deviennent des constantes. On obtient que f(M, M*) est une
forme bilinéaire symétrique en les variables (u} —u;)1<i<n car f(M, M*) = f(M*, M) et chaque sommation
est linéaire en ces variables. Il resulte que f(M, M*) est la distance euclidienne.

égal a
* *
Uj Uk

* * .

k=
Yi<i<j<n (Ek_? g Wi
j

7.3 Multi-produit scalaire

Exercice 7.3.1
Soit n = 2p > 4 un entier pair, A1, A, --- , Agy_1, Ay des points d’un espace affine euclidien. On pose

5("417 A27 e ’AQP_l’ A2p) = E;z%p (_1)“—1 AiAlz-l-l

avec la convention A;11 = Ay lorsque i = 2p (AiAZZ_H étant le carré de la distance entre les points A; et
Ai+1) et ' 4 N
A(Ar, Az, -+, Agp1, Agp) = T2 (1) 0A4;04;

Alors, Uexpression A(Aq, Az, -, Agp_1,Asp) est independante du choix du point O et a pour valeur
S 5(Ar, Ag, - Agpot, Agy).

La notation A a uniquement pour but de supprimer le facteur _71 particulierement encombrant dans les
calculs. On a donc A = _71 0.
Lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, nous abrégeons les notations en posant

0(A1, Ag, -+, Agp 1, Agp) = 0(Aq, -+, Agp)

ou
A(AlaAQa to 7A2p*1’A2p) = A(Alv to 7A2P)

et en convenant que As,;, = A, lorsque 1 <7 < p. On a, en explicitant

§(Ay, Ag, -+ Agp1, Agp) = A1 A5 — AgAS + -+ (1) LA Ay + -+ — Agp AT

A(Al,AQ, s ,Agp_l,Agp) == QA1 - OAy — OAy- OA3+ -+ OAgp_l . OAgp — OAgp - 0A,

—_—
Rappelons que A(A1, A, A3, Ay) = Aj1As- Ay Ay, Uidentité d’Euler étant I'égalité

A1Az - AgAy + A1Ay - A3As + A1As- AyA3 =10

Solution:
La démontration de I’égalité A = _71 0 effectuée pour 2p = 4 (chapitre I), reprend les mémes arguments.
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Exercice 7.3.2
On désigne par Rot la rotation circulaire a gauche effectuée sur la liste {A1, Aa, -+, Aap_1, Aoy} définie

par laction
Rot(Ay, Ag, -+, Agp_1, Agp) = (Ag, A3, - -+, Agp, A1)

1. L’identité d’Fuler devient l’identité
ST A(AL Rotd (A, -+, Agy1, Agp)) = 0
Pour tout k > 1, on a lidentité
2I=2P D7 (L1 A(A1, Az, -+, Ay, Rot!(By, B, -+, Bay_1)) = 0
(on peut remplacer 4p — 3 par 4p — 3 = 0 modulo 2p).

2. La formule d’Euler se généralise selon
Egz((fk_l)@p_l)_l A(Rotj (Al, AQ, e ,Agkfl), Rotj(Bl, BQ, tee ,ng_l)) =0
pour k # p. Lorsque k = p, on a, pour ¢ > 0,

SIZFPmHICP Y A(Rot! (A1, Ay, -, Agp1), Rotd (By, By, -+ , By 1))
= (¢+1)A(A1, By, A3, By, -+ ,Aop_1,B1,A2,Bs, -+ , Ay, Bop_1)

pour k = p.

Plus généralement, soient E le plan ou l'espace et f : E x E = R une fonction vérifiant f(My, My) =
f(Ms, M7) pour tous points My, Ms € E. Le lecteur vérifiera rapidement que les identités d’Euler (et
toute autre formule trouvée untérieurement dont la démonstration utilise uniquement la sommation sous
forme de carrés de A) sont valables lorsque A est remplacé par Ay défini par

Af(Aly A27 e 7A2p—17 A2p) = E;z%p (_1)i+1 f(Ala Ai+1)

La géométrie euclidienne traditionnelle correspond donc & f(M;, Ma) = M1 M$ avec a = 2.
Solution:

Posons )
i = 0(Ar, Rot'(Az, -+, Agp—1, Azp))

Développons chaque 6; 0 < ¢ < 8 en disposant horizontalement chaque expression. La sommation des
termes de la premiere colonne du tableau ainsi obtenu, est la somme

AlAg + AlAg —+ -+ A1A§p4 + AlAgp
celle de la derniere est la somme
— A1 A3, — ALAS — AJAS+ - — ALAS,

Le total des deux colonnes est donc nul.
Soit la suite infinie

12{2737 72p—172p72a37"' 72p—172p7 72737"' 72p—172p7"'}
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On note (I;) le terme de la suite I situé a la i-eme position et on pose T'(I;) = I;+1. Le premier terme de
la k-ieme colonne du tableau précité est de la forme (—1)’“ Ao Aoj11, les termes suivants de cette méme
colonne sont de la forme (—1)* Arpi(ar)Ari(2k41) pour 1 < j < 2p — 2. 1l suit que la somme des termes

des colonnes 2k et 2k + 1 est nulle, pour 1 < k <p — 1, ce qui implique Eigp_z 0; = 0. La question 2) se
démontre de la méme fagon.

Exercice 7.3.3

1. On a
A(Al, AQ, tee ,Agp_l, Azp) = (—1)k A(Rotk(Al, AQ, e ,Agp_l, Agp))

A(Aq,Ag, -+ Agp_1, Agp) = A(Agp, Azp—1,- -+ , Az, A1)

A(A].)AQ) T 7Aia Ai+17 T 5A2p—17 A2p) — A(A].)A27 T A’L'-i-].)A'v T 5A2p—17 A2p)
+ (1) A4y, Aigo, Ay, Aia)

3. Pour i entier avec 2i < 2p
A(Ala A2a e 7A2i7 A2i+17 e 7A2p717 A2p)
= A(A1, A, -+, Agi1, Agi) + A(A1, Az, Agir, -+, Agp)
ou encore

A(Ay, Ag, -, Agiy Agigr, -+, Agp_1, Agp) = A(Ar, Ao, -+ Agi_1, Ady)
+ A(Agiy1, Agiyo, -, Agp1, Aop) + A(A1, Agi, Agig1, Azp)

Il résulte directement de ce qui précede que, pour k pair
SIZ6 A(Rot! (Ay, Ag, -+, Agp 1, Agp)) = A(Ay, Ag, -+, Agy 1, Agy)
et pour k impair A
Ejzlg A(ROt] (Ala A27 T 7A2p*1’ AQP)) =0

et, pour k quelconque
Eii’(g (_1)] A(ROtj(Ah A27 T 7A2p—17 A2p)) = (.7 + 1) A(Ah A27 o 7A2p—17 A2p)

Fixons les points A; pour 1 < i < n = 2p et effectuons toutes les permutations possibles sur la liste
{A1,--- Ay}, Pour n = 4, il y a 4! = 24 quantités A(A;,, Ai,, Aiy, A;,) dont 3! = 6 sont différentes.
Comme ces valeurs différentes sont disposées symétriquement par rapport a 'origine, il y a 3 valeurs a
priori distinctes qui sont Ay = A(Ay, Ag, A3, Ay), Ao = A(A1, As, Ay, Ag), Az = A(A1, Ay, Ay, A3), avec
A1+ Ay + Az =0.

Pour n = 6, il y a 6! = 720 quantités A(A;,, Aiy, Aig, Aiy, Aig, Aig) dont 5! = 120 sont différentes. Au
signe pres, il y a 60 valeurs a priori distinctes.
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Solution:
L’assertion 1) est directe. Pour 2), on est ramené a comparer 6(Ay, Ag, - -+, Agp—1, Agp) et 6(Az, A1, - -+, Agp_1, Agp).
Posons
012 =0(A1, Az, A, Ajr, -+ Agp1, Agyp)
021 = 0(A1, A, -+ Aig1, Aiy -+ Agp 1, Agp)
On a:

S10=A142% — (1) A1 A2+ (1) A A+ (1) PP A Ar® - Agp1Agy? — A Ay
21 = A1Ag” — 4+ (-1 A1 A ® + (1) A AT + (m1)TPA A + - Agp1Agp® — AgAgy’

Ainsi
612 =021 = (=1 A1 A2 + (1) A1 Aio® + (1) A1 A ® + (1) 4; 45407
= (=1 6(As, Aira, Aigr, Ai1)

La troisieme assertion est directe.

Exercice 7.3.4 Un exemple

Soit n un entier et A1, As, As,--- , A, des points distincts 2 a 2. Pour M un point quelconque du plan
distinct des A;, on définit pour i =1,2,--- ,n, le point I; égal a la projection orthogonale sur (A;, Aiy1)
du point M (on pose A, 1 = Ay). Alors:

A(A17[17A27127 e 7A7'L7-[’I’L) = O
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Solution:
On a, pour tout i, A(A4;, M, A;y1,1;) = 0 donc:

A;M? — MAZ |+ A1 IP — LA? =0
En écrivant les relations pour i = 1,2,--- ,n et en ajoutant membre & membre, il reste
(Aolf — LAY + -+ (A I7 — LAY) + -+ (A1} — I,A2) =0
egal & —A(A1, 11, Ay, Io,--- Ay, Iy).

Exercice 7.3.5 propriétés de linéarité

1. Soient k; des réels pour 1 < i < 2p. Alors

A(Ala T 7Aj—1aM7 Aj+17 T 7A2p) - A(AL e 7Aj—17AjaAj+1) o 7A2p)
= (~1)* Aj A - AM

O T
= o g, AtAie - Tam ki 4y A
i=1 "1
en ayant posé
1 2
M=——3%7" k; A
Sk

2. Soit j un entier fixé et k; des réels pour 1 <1i < 2p aveci # j. On a
A(Ay, e Ajor, My Ajia, oo, Agp) — A(Ax, -+ Ajo1, Ajy Ajya, oo Agp)
T —_—
= (=17 Aj1Aj11 - | Ziggiequsop) ki AjAi
en ayant posé
M =32k A + (1 — Siz; ki) Aj
équivalent a
—_— —_—
AjM — Mik; A]AZ
3. Soit j un entier fixé et m > j. On a, pour kj, kjt1,--- ki~ ,km—1 €R
A(Al’... 7Aj7M7Aj+27"' 7Ai7"' 7A2p> _A(Al,... 7Aj7Aj+17Aj+27"' 7Ai;"' aA2p)
_ j+1 T A T A
= (=17 A A p2 - (kj Andj + (kjr — 1) AnAjr + kjo AnAjyo + -
_ —_ s
+ ki AnA;i + -+ kpo1 AmAm—l)

en ayant défini le point M par

M=kjAj+kj1Aj1 +kjoAjro+--+ ki A+ +kn1An
+(1—kj—kjr1— - —ki— k1) An
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Explicitons quelques exemples. En posant
M:aBl+ng—|—cBg+dB4+(1—a—b—c—d)B5
on obtient

A(Ay, Ay, Az, Ay, As, B1, M, B3, By, Bs) — A(A1, Aa, As, Ay, As, By, Bo, Bs, By, Bs)
= —B3Bj - (CL BsB1 + (b — 1) BsBsy +c¢ BsBs +d B5B4)

Pour k € R,

-
A(A1, Ao,k As+ (1 — k) As, -+ Agy) = A(A1, Ao, Az, Ay, -+, Agp) + (1 — k) AgAs - AyAs
De méme

A(Aq, Ay, Az, Ay, (1 — k) By + k Ay, Bo, B3, By) — A(Ay, Aa, Az, Ay, B, By, B3, By)
= (—1)6 A4BQ . (k‘ BlAl =+ (1 — k‘) BlBl) =k A4Bg . BlAl

En réitérant
A(A1, A,k Ay + (1 — k) As, Ay, As, Ag, k1 A7 + (1 — k) Ay, Ag, Ag, Aqp)
- A(Aly A27 A37 A47 A57 A67 A77 A87 A97 AlO)
= AyAy - AgAs + A1A7 - AgAg +k AsAy - AsgAr + k1 A7 A1 - AgAs

Solution:
Montrons 1). On a

A(Alv e 7Aj—17M7 Aj—l—l?' T 7A2p)

_ yi=2p _7)itl i ) 1) ) _ .
=N i (F1)T OA; - OAipy + (—1) (OA;-1OM — OM - OA; 1)
=Nz 1)1 04; - OA; 1Y OM - A;_1 A,

= Hi=1i#jitj+1 (-1) i i1+ (=1) J—1445+1

=¥ 1) OA; - OA; ~1)7 (OA; + A;M) - Aj_1 A,

=X Vigjizi (—1) i i1+ (1) (OA; + AjM) - Aj 1 Aj 1

= A(Al’ T 7Aj*1>Aja AJ'Jrlv T aAQP) + (_1)j AjM ’ AjflAjJFl
1

2p ..

1=1"

1yt SN
% Aj 1 Aj -5 ki AjA;

i=1"™M

= A(Ar, - Aj 1, Ay Ajar, -, Agy) 4 (1) S ki AjA; - Aj 1 Aj
= A(Ah T 7Aj—17Aj7 Aj+17 T 7A2p) +

Les autres assertions sont conséquences plus ou moins directe de cette formule (pour 3), I’expression
—_—

A1 M se simplifie comme indiqué).

Notons que
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Exercice 7.3.6

1. Pour p = 2r pair
A(Bh'" 7BQT7A17”' 7A27") - A(Alu 7A27‘7B17"' 7BQT>

Pour p =2r + 1 impair
A(By, - ,Bary1, 41, Azrqp1) = —A(A1, -+ ,Asrt1, B1, -+, Barg1)

A(Agyri1,-- A1, Baryr, -+, B1) = —A(Ar, -+, Aapy1, Bi, -+, Barg)
A(Agy, - A1, Bay, -+ ,B1) = A(Ay, -+, A2y, B1,--+ , Bay)

A(Aq, -+ Agryr, AL, L A2p1) =0
A(A17"' 7A27’7A17"' 7A27’) == 2A(A17 7A27")

Exercice 7.3.7

1. Soit 1
M=——%P kA
on a

E;z%pA(Ala 7Aj—1aMaAj+17"' 7A2p) = (2p_2) A(Ala 7Aj—1aAj7Aj+17”'

2. Avec des notations naturelles, posons, pour r > 0,
M, = —— 52 ki Aiyr
Zizl ki

Alors, a j fixé, on a
SITPA(Ar, - Ay, My, Ajp, -, Agp)
. _ —_—
= (2r)A(AL, -, Aj_1, Aj Ajyr, -, Agp) + (1) A 1A - BP) AA;

Solution:
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On peut supposer E?ﬁl k; = 1. On a:

ST A(Ar, Ay, M Ay Agy)

i= = '
— ijﬁpﬁ(fh, oy Ajon Ajy Aja, e s Agp) + zjjf’ (1 Ay Ay S ki AGAG
= (2p) A(Ar, -+ A1, Aj Aj, e Agp) + S R ST (1T A A - AGA;

Or
Aj1Aj41 - AjA; = OAjp1 - OA; — OAj_1 - OA; — OAji1 - OA; + OA; - OAj_4
Comme
22, (OAjp1 — O4;1) =0
et
SP(—1Y T (= OAjy1 - OAj+ OAj - OAj 1) = (—2) A(Ar, -+ Aj_1, Aj, Aj, o Agp)
on obtient

2;2211) A(Ala e 7Aj—17 M7 Aj+17 T 7A2p) = (2]7 - 2) A(Ala e JAj—17 Aijj-‘rlv e 7A2p)
On peut toujours supposer Z?ﬁl ki=1. Ona

Eézip A(Al, s ,Ajfla M., AjJrla T aAQP)
- - . - -
= S AL Ay, A Ajr e Ag) + 50T (CDTT A A S ke AjA
. _— - -
= (27") A(141) o 7Aj—1) AJ7 Aj+17 T ;AZP) + (_1)J+1 Aj—lAj"rl : E:“_:2lp 22251 kr_1+i A]AZ

. . A A 2p
Dans la double sommation, le coefficient de A,A; est X7~ k;, donc

ST A(Ar, - Aja, Mo, Aj, -, Agy)
I —_—
= (2r) A(Ar, - Ajo1, Aj Aja, oo Agy) + (1) A1 A '2?21 ArA;

Exercice 7.3.8

1. On a

A(My, -+, My, -+ M) — A(Ay, -+, Aj, -+, Agp) = =P (=1)+ A4, M; - My My
Rappelons la convention de cyclicité Moy, = M,., My = M.
2. Lorsque Aj 1 = Aj_1, lexpression
A(Ay, - Ajor, M, Ajia, - Agp)

est constante (indépendante du choix de M ).
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Exercice 7.3.9 Action des translations
Soient Aq,---,Aq,- -, Agp des points d’un espace affine euclidien et TEnoo o T ’U,_zp) des vecteurs.
On note A; + u; le point translaté du point A; par la translation de vecteur ;.

1. On a - _ N
A(Ar+ @y Ai+ Ty, App + Tap) = A(Ar, -+, Aiy- -+, Agy)

= NP () A Ay w2 ()T Y w
2. Lorsque tous les w; sont égauz & un méme vecteur
Al + T, A+ e Agg+ W) = A(Ay, -+, Ag,- -+, Agp)
(invariance par translation)
3. Lorsque tous les w; sont nuls pour tous les indices i pairs
AAL+ T3, A+ Wy Agp + Uzy) = A(Aq, -+, A+, Agp)
(idem lorsque tous les w; sont nuls pour tous les indices i impairs)
4. Soient wy,---, Wi, , w_gj, des vecteurs. On a
A(Ar+ Ul ++w1, A+ W+ W, e+, Agp + Uzp + Wap) — A(A1, -+, Ay, Agy)
= SEP ()T A Ay w20 (1) A A - W)

F I ()G - a2 () wig + S0P (D) - wid + W - wa)

En explicitant, la premiere relation s’écrit

A(A1+271>77AZ+ Ei)f"aAQp—’— @)_A(Alv"'7Ai7"‘7A2p)

_— —_— —_— _ .
= AgpAy - ul — A1Az - ug + AAy - uz+ -+ Agp oAz, - Uuap1 — Azp_1Ar - U2y
— = —  — —  — —_ — —
T UL U2 — U U U UL U2p  U2p—1 — UL - U2p

On obtient également
A(A1+171,'-- A+ U{,--- , Agp + @)ZA(Ab--- L Ai e, Agy)

lorsque u; = (—1)" W pour tout 4, u désignant un vecteur fixe.
Solution:

On a - . .
A(Ay + ag, - Aj + Uiy, Agp + uzp)

=22 [(OAgins + i) - (OAzi + ) = (OAz; + @33) - (OAsyrs + Uaii3)]
=Y (OAgi1 - OAg; — OAgi- OAgiyz) +S2h " (Ugips - wa) — Ua) - Uaira)
+ S0 [0z - Wirs + OAies - Waint — OAsins - Uaigs — OAgiva - Unisd)]
=2'=P N (OAgi1 - OAg; — OAg;- OAgiy3) + X207 (Uugiqs - uni — Uz - U2ita)
= A(Ap,- Ay Ag) + S5 ()M A A - @+ S5 ()M -

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 102



Chapitre 7 Formes fondamentales La géométrie euclidienne par I'informatique I

L’invariance par translation est immédiate en revenant a la définition de départ de A(Aq, -+, A;, - -+, Agp).
L’assertion suivante résulte de u; - u;;1 = 0. La derniere assertion s’obtient par substitutions directes.

7.4 Multi-rapport formel

Exercice 7.4.1 Définition
Soient X un ensemble, f : X x X = A une application a valeurs dans un corps commutatif A et vérifiant
la propriété f(M, M) = 0 pour tout M € X. Etant donné un entier pair n = 2p, on pose formellement

i=p—1 f
Py(A1, Az, -+, Agp1, Agp) = 7
=0

(A2it1, A2it2)
(Agit2, A2iy3)

(2)

~

avec la convention Ag;y1 = Ay wheni=p—1.
La fonction f est dite symétrique (resp. antisymétrique) lorsque f(My,Ms) = f(Ma, M) (resp.
f(My, My) = —f(Ma, My)) pour tous My, Ms € X.

Le choix f(M, M) = MM, et p =2 fournit

A1 As - A3A
Py(Aq, Az, Az, Ay) = Sl Rt (3)
AxAsz - A4Aq
égal au birapport h(Aj, As, A, Ay) puisque h(A,B,C,D) = g:g'.%. Nous renvoyons au chapitre ”Le
multi-rapport” pour d’autres commentaires.
On a , pour k € N*
Pp(Rot*(Ay, Ay, Agp1, Agp)) = Py(Ar, Ag, -+, Agp 1, Agy) V" (4)
d’ou
Pr(Api1, Apyo, -+ Agp, Ay, Ao,y JAp1) = Pr(Ay, Ag, - - , Agp1, Agy) V" (5)

Lorsque f est symétrique ou antisymétrique, on obtient
Pr(A1, Az, -+ Agpo1, Agp) = Pr(Agp, Agp1, -+, Az, Av)

(il apparait szp % = (=1)% pour f antisymétrique)

Il résulte directement que, pour k > 0

=2k
H Pt(Rot! (A1, Ag, -+ Aoy, Aop)) = Pr(A1, Ag, -+, Agp1, Agp)
3=0
et
j=2k+1
H Pr(Rot? (A1, Az, -+, Agp 1, Agp)) =1
=0
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et, pour k quelconque

Jj=k )
H P}_l)] (ROt](Ala A2’ .. 7A2p717A2p)) — P}k+1)(A1,A2’ . ,A2p717 A2p)

j=

o

La formule d’Euler est 'identité

j=(2p—1)-1 i=2p
H i H f(A1, A7)
s f( 1 Ot( 29 5 “12p—1, 2p)) P f( 41‘7 41>

Le dernier terme prend la valeur 1 pour une fonction f symétrique and —1 pour une fonction antisymétrique

f.

Pour tout £ > 1, on a l'identité

Jj=2(2p—1)—1 .
—1)J j
H Pjg Y (AlaAQa"' 7Ak7ROtJ(Bl7BZ’“' ’B2p71)):1
7=0

modulo 2p.

Pour f quelconque, on a une distribution exceptionnelle, la formule d’Euler se généralise selon
J=(2k—=1)(2p—1)-1
11 P(Rot? (A1, Ag, -+, Ag_1), Rot?(By, Ba, -+ , Bap_1))
j=0
_ 11 f(Ai, B;)
1<i<2k—1  1<j<2p—1

pour k # p. Lorsque k = p et ¢ quelconque, on obtient

J=(2p—2)+q(2p-1) ‘ .
H Pf(ROt](Ab A27 T aA2p*1)7 Rot? (Blv By, --- 7B2P*1))
=0

= Pqu—i_l) (Ala B2a A3a B4> e 7B2p72a A2p715 317 A27 B37 T 7A2p72a Bprl)

(on insere les B; entre les A; en conservant une numérotation croissante des indices de 1 & 2p — 1, puis on
insere les A; entre les B; en conservant a nouveau une numérotation croissante des indices de 1 & 2p —1).
Pour f symétrique, la formule d’Euler se généralise selon

j=(2k—1)(2p—1)—1
Py(Rot? (A1, Ag, - -+, Ag—1), Rot? (By, Ba,--- ,Bap 1)) =1

7=0

pour k # p.
Pour f antisymétrique, la formule d’Euler se généralise selon

j=(2k—1)(2p—1)—1
H Py(Rot? (A, Az, -, Aog—1), Rot! (By, By, -+ , Bap_1)) = —1
=0
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pour k # p. Notons que
Pr(Aq, Ag, -+ Agiy Agiga, -+, Agp1, Agp)

A i?A A 7A %
= Pr(A1, Ao, -+ Agi1, Ag;) Pr(Agigr, Aiga, -, Agp_1, Aap) f[ff[b?A?ﬂl] fFf[jfg ij]l]
9 13 P

A1, A flAsis1,A . - L
Comme Py(A1, Az, Asiy1, Agp) = f[jil[%l,ﬁ?jﬂ ! [f[ig; Af]p], on obtient, pour f symétrique ou antisymétrique:
Pp(Ay, Ag, -+, Agi, Agi1, -+, Agp 1, Agp)
= Py(A1, Ao, -+, Agi1, Ag) Pr(Agigr, Aiyo, -+, Agp_1, Agp) Pr(Ar, Ao, Asivr, Agp)
En outre, pour une fonction f quelconque

Pr(Ay, Aoy Ay Ay, Aoy, Agy) _ Pr(Ai—1, Ait1, Aiy Ai) (©)
Pr(Ar, Az, Aipr, Ay -+ Agp1, Agp) P}_l)Hl(AiflaAiyAi+1aAi+2)

(avec la convention A; = Ag, pour i = 0), donc

Pp(Ay, Ay, Az, Ay, -+, Agp_1, Agp) _ Py(Agp, Az, A1, As) )
Pp(Ag, Ay, Az, Ay, -+, Agp1, Agp)  Pp(Aap, Ar, Az, A3)
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CHAPITRE

8

Le multi-rapport
8 Le multi-rapport

Le multi-rapport, généralisation naturelle du birapport, permet une reformulation claire de plusieurs
théoremes de géométrie et perfectionne de nombreux résultats classiques en les placant dans un environ-
nement nouveau.

8.1 Propriétés du multi-rapport

Exercice 8.1.1

Soient n = 2p un entier pair et Ay, ---,A;, -+, Ay des points quelconques. Lorsqu’elle est définie, la
quantité
i=p—1
Agiy1A2i42  A1Ay A3Ay Azp 142
r(A1, -, Agy- e, Agp) = H i+142i42 _ P P
o AziteAoits AsAz Asds AzpAs

est appelée le multi-rapport des points (A;)1<i<n (en convenant ici que le terme Agits est égal a A;
lorsque i = p — 1 dans lexpression abrégée du produit).

Il est aisé de mémoriser cette formule. On écrit la liste

A1, Ao, Az, - LAy, -0 Aoy puis la nouvelle liste
Ay, Ag, Asy e Ay A, Ay puis les regroupements
AyAg, AgAsz, A3Ag,---, Agiv1Agiga, -, Aap14sp, Aspdy puis les fractions
A Ay AzAy Agp 14z,

Ay AAs AgpAy

que 'on multiplie entre elles.
Lorsque n =4, on a

A1Ay - A3A
r(Ay, Ay, Ag, Ay) = S22 2804
AgAs - Ay Ay
égal au classique birapport h(Aj, As, Aa, A4) défini par la formule h(A, B,C, D) = %’_%.

Le théoreme de Ménélaus dans un espace affine de dimension n est traduit par ’égalité

MyAy MyAs — MiAigy MigiAigy My 1Ay MpAr
My Ay MyAs M;Ai M1 Aiyn My_1Ap 1 MpA,
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Ici, Ay, -+, Aj, -+, A, désignent les intersections des droites (A;A;41) avec un hyperplan fixe. La formu-
lation équivalente

AL Al A A M A
MiAs MoAg MiAi—H Mp_lAp MpA1

est plus aisée a mémoriser (elle correspond a l'ordre logique des points rencontrés par un observateur
démarrant au point Ay, transitant par Ag,---, A;, -+, A, pour revenir a son point de départ, en rencon-
trant sur chaque droite (A4;4;11) le point intermédiaire M;).

Le théoreme de Ceva (démontré par 'auteur en dimension n) s’écrit

Alfl AQIQ AzIz Apfllpfl Aplp _
IlA2 12A3 IiAiJrl IpflAp IpAl

1

La figure correspondant au théoréeme de Ceva en dimension 3 est

lan (A A, ])

Plan (A,A.I)

Ici

AL Agly Azl Agly

T(A171—17A27—[27A37—[37A47I4) - IlAQ IQA3 I3A4 I4A1 -

Parmi les nombreux autres théoremes correspondant a I’évaluation d’un multi-rapport, citons en partic-
ulier le théoreme du papillon double, le théoreme de Carnot, le théoreme de Pratt-Wu...

En utilisant les propriétés du chapitre ”Formes fondamentales” avec f(M,N) = MN, nous obtenons
directement
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Exercice 8.1.2

Pour un entier p > 2, le multi-rapport satisfait les propriétés suivantes

1. Pour k e N* k>2

T(ROtk(Alv A27 e aAprla A2p)) — T(Ala A25 e 7A2p717 AQp)(_l)k

2. L’identité Euler se traduit par la formule

j=(2p-1)-1 '
[I (A Roti(As, -, Agpr, Azy)) = -1
3=0

3. On a, pourk >2,p>2

)—1

J=(2k=1)(2p—1
H T’(Rotj(A1, AQ, ooo ,Agk_l), Rotj(Bl, BQ, coo ,ng_l)) =1
7=0

pour k # p. Lorsque k = p, on obtient

j=(2p—1)(2p—1)—1 ' '
H T(ROt](A:h A27 T 5A2p—1)7 ROtJ(Bl) B27 T aBQP—l))
7=0

= T(Ala BZa A37 B47 o 7A2p717 B17 A27 B37 A4 to aBprl)Qp_l

4. Le multi-rapport se scinde selon
r(Aq, Ag, -, Aoy, Agiyr, -+, Agp_1, Agp)
=1r(Ay,Ag, -+, Agi—1, A2i) 7(A2it1, Aig2, - -+, Aop1, Aop) (A1, Agi, Agir, Agp)

5. La permutation de deux indices consécutifs se traduit par

r(A1, A, - Ay Aigr, - Agpot, Agp) r(Ai—1, Aig1, A, Ait2)

r(A1, Agy - Air, Agy oo Agpo1, Agp) DT (A, Ay, A, Aigo)

donc

T(Ala A27 A37 A47 e 7A2p71a A2p) _ T(A2pa AQa Ala A3)
T(A27 A17 A37 A47 T 7A2p71a A2p) T(AQPa Ala A2a A3)

Pour une liste de points {41, Ag, -+, Aj, -+, Ap—1, An}, également noté (Ay, Ag, -+, Ajy -+, Ap_1, Ap),
la rotation circulaire a gauche est définie par 'opération

ROt(A1>A2> e 7Ai7 e 7An—1>An) = {A27A37 e aAiv o 7An—17An7A1}
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8.2 Pappus revisité

Exercice 8.2.1

Soient deux droites distinctes A et Ay, P, Py, P3 (resp. Q1,Q1,Q1) des points distincts de A (resp.
de A1). On désigne par Jy le point (P,Q3) N (P3Q2), par Jo le point (P1Q3) N (P3Q1), par Js le point
(P1Q2) N (P2Q1).

1. Montrer que les points Ji, Jo, J3 sont sur une méme droite (théoréme de Pappus).

2. Montrer que le multi-rapport
T(Pb J37 Q27 J17 P3> J27 Ql) J37 P2a le Q37 J2)

est égal a 1.

3. On pose
r1 =r1(P1, P, Ps, J2, Q1, Q2, Q3, J2)

r2 = T(P?nPlaPQa J17Q3a QlaQ% Jl)
r3 = (P2, P, P1, J3,Q2,Q3,Q1, J3)

Montrer que r1ror3 = 1.

4. En déduire que

P3Jy Q3Jo PoJ1 Q2J1 PiJs Q1J3 _1
JoQ1 JoP1 J1Q3 J1P3 J3Q2 J3P»

Solution:

Soit B le point d’intersection des droites A et A1, supposeés non paralleles. Le raisonnement est identique
lorsque les droites sont paralleles.

Dessin ={A, B,C, P, P», P3,Q1,Q2,Q3}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Py, Q1, P», Q2, P3, Q3.

Avec des notations naturelles, les coordonnées barycentriques des points composés sont, pour 1 < i < 3:

P, = {x;,1 —;,0}
Qi = {0,9;,1 —y;}
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Dessin = Dessin U {J;} = {A B,C,Js, P, Py, P3,(QQ1,Qo, Q;}
Détermination du point Js3 :

Soit J3 le point (P1Q2) N (Q1F2). Le point J3 est composé.
Comme J3 € (P1Q2), on a, en choisissant l'inconnue vq

—_—
OJs=v1 OP; + (1 — 1/1) OQ2

On déduit:

—

— — —
OJs =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(l) =11
a(2) =vi —vix +y2 — V12
a(3) = (=1+w1) (=1 +y2)
Comme J3 € (Q1F2), on a, en choisissant I'inconnue g4

—

— —
OJz=(1—p1) OPy + 1y OQq

On déduit:
— — —
OJs =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
b(1) = (1 — 1) z2
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b(2) =1 —py1 — 22 + p1 o2 + p11 Y1
b(3) =1 (1 —y1)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

1) (y2 - yl)
Vv =
T1— T2 —X1Y1 +T2Y2
[y = (1 —m2) (=1 +y2)
—T1+ X2+ T1Y1 — T2Y2
On déduit que:
Ty = { r1 22 (Y1 — Y2) —XoY1 FT1X2Y1 T T1Y2 —T1T2Y2 — X1 Y1 Y2 + T2Y1 Y2
—T1+To+T1y1 — T2y T1— T2 —X1Y1 + T2Y2 ’

(ra—x1) (=14+y1) (=14 y2)
—T1+ X2+ X1Y1 — T2Y2

Dessin = Dessin U{Jo} = {A, B,C, Ja, J3, P1, Py, P3,Q1,Q2, Q3}
Détermination du point Js :
Soit Ja le point (P1Q3) N (P3Q1). On obtient de méme

r123 (Y1 —Y3) —T3Y1 T X1T3Y1 T T1Y3 — X1 T3Y3 — T1Y1Y3 + T3Y1Y3
—z1+ X3+ T1Y1 — T3Y3 Tl — 23— T1Y1+23Y3
(r3 —a1) (=1 +w1) (=1 +y3)
—T1+23+21Y1 —23Y3

Jo = {

)

Dessin = Dessin U{J1} = {A, B,C, J1, J2, J3, P1, P2, P3,Q1,Q2,Q3}
Détermination du point Jj :
Soit Jj le point (P2Q3) N (P3Q2). On obtient de méme

223 (Y2 — Y3) —T3Y2 + T2X3Y2 + T2Y3 — T2T3Y3 — T2Y2Y3 + T3Y2 Y3
—Ty + T3+ TaYs — T3Y3 To — X3 — X2Y2 + T3Y3
(z3 —@2) (=1+y2) (=1 +ys3)
—T3+ X3+ XT2Y2 — X3Y3

Ji =

)

R —
Calculons le vecteur J;J5. On a:
Jido = Z(l) OA+Z(2) OB +Z(3) ocC
avec
i(1) = x3 (—1+y3) (—x122y1 +T123Y1 + T1T2Y2 — T2 X3 Y2 — T1T3Y3 + T2 T3 Y3)

(—r1+z3+2191 —23Y3 ) (T2 — 3 — 222 +23Y3 )

T3 (1 — y3) 1(2)*
(—z1+23+21y1 —23Y3 ) (T2 — 23 — T2y2 +T3Y3 )

T3 (1 — y3) 1(3)*
(—z1+x3+x1y1 —23Yy3 ) (X2 — 3 —T2Y2 + T3Y3 )

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page

111



Chapitre 8  Le multi-rapport La géométrie euclidienne par I'informatique I

avec

i(2)" =woy1 —T1T2y1 —X3YL FT1T3YL — T1Y2 + T1T2Y2 + T3Y2 — T2T3Y2 + T1Y1 Y2

—T2Y1Y2 +T1Y3 —X2Y3 —T1X3Y3 + T2X3Y3 —T1Y1Y3 + X3Y1Y3 + X2Y2Y3 — X3Y2Y3

i(3) = —zoyi+a3yr+T1Y2 —T3Y2 —T1 Y1 Y2+ T2Y1 Y2 — T1Y3 + T2y3 + T1Y1Y3 — T3Y1Y3
—X2Y2Y3 T+ T3Y2Y3

—_—
Calculons le vecteur JsJ3. On a:

—

— — —
Jods = j(1) OA + j(2) OB + j(3) OC

avec
i) = z1 (—14wy1) (1221 —T123Y1 — T1X2Y2 + T2 T3 Y2 + T1 T3 Y3 — T2 T3 Y3)
(—z1+ 22+ 21Y1 — 2292 ) (—71+ 23+ T1Y1 —23Y3 )
(—z1+ 22+ 21Y1 — 2292 ) (—71 + 23+ T1Y1 —T3Y3 )
(—z1+ 22+ 21Y1 — 2292 ) (—71+ 23+ T1Y1 —T3Y3 )
avec
J2) = —zay1 1 X2y1 FX3Y1 —T1X3Y1 +F X1 Y2 — T1 T2 Y2 — T3Y2 + T2 X3 Y2 — T1Y1 Y2 + T2 Y1 Y2
—X1Y3s+To2Ys +T123Y3 —T2X3Y3 +T1Y1Y3 —T3Y1Y3 — X2Y2Y3 + T3 Y23
J@B) =may1 —x3y1 — 1Y+ T3Y2 + T1YIY2 — TaY1 Y2 F X1 Y3 — T2Y3 — T1Y1 Y3 + T3 Y1 Y3
+To2Y2Ys — T3Y2 Y3
On a ainsi

x3 (—x1+ 22 +21y1 — 2292 ) (14 y3) T
2J3
w1 (1 =y1) (w2 — 23 — 2292 + 233 )
Calcul du multi-rapport r(Py, J3, Q2, J1, P3, J2, Q1, J3, Po, J1,Q3, J2) égal a:

—_—
JiJy =

_ PiJs Qay P3Jy QiJs PoJi Q32
J3Q2 J1P3 JoQ1 J3Ps JiQ3 JoPy

On a progressivement

. - 1 —
B — (1 —22) (=1 +y1) 7.0,
z2 (Y1 — y2)

7 X2 (3/2 - y3) =

J1 = J1 P
N =) CLr
SN - 1 —
PsJy = (21— 23) (=14 ys) JoQ1

z1 (y1 — y3)
7 x1 (3/1 - yz) =Y

J3 = J3 P
O o) CLr
SN - 1 —
BT — (2 —x3) (=1 + y2) 70,

x3 (Y2 — y3)
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—— 3 (1 —y3) T
Jo = Jo P,
G ey Cr

Le produit des rapports de proportionalité est

r=1

Calcul du multi-rapport r(Py, Py, P3, J2, Q1,Q2, Q3, J2) égal a:

_ PP Py Q1Q2 Q32

™
PPy JoQ1 Q2Q3 JoF
On a progressivement
PP=22""pp
o — I3
—3) (—1
L
X1 (yl - y3)
— — —
Q1Q2 = A Q2Q3
Y2 — Y3
@;fz _ x3 (y1 — y3) ﬁ

(r1 —23) (=1 + 1)
Le produit des rapports de proportionalité est

(r1 —22) 23 (y1 — y2) (—1+¥3)
z1 (w2 —x3) (=1+wy1) (Y2 —y3)

Calcul du multi-rapport r(Ps, Py, Pa, J1,Q3,Q1,Q2, J1) égal a:

™ =

P3Py PoJi Q3Q1 Q2J1

Tro =
PP, J1Q3 Q1Q2 J1P3
On a progressivement
P3P = i A PPy
r1 — T2
—3) (—1
By = o m) ELm) G
z3 (Y2 — y3)
— — —
Q3Q1 = Y5 Q1Q2
Y1 — Y2
6727{ _ z2 (Y2 — y3) m

(z2 —x3) (-1 +y3)
Le produit des rapports de proportionalité est

_ g (w1 —x3) (=1 +12) (y1 —y3)
(r1 —22) 23 (y1 — ¥2) (=1 +y3)

Calcul du multi-rapport r(Pe, P, P1, J3,Q2,Q3, Q1, J3) égal a:

_ PP PiJs QaQ3 Q13
P3Py J3Q2 Q3Q1 J3Ps
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On a progressivement

PPy = T2 8 P3Py
—x1 + T3
— ) (—1
P — (1 —22) (=1 +y1) 70,
1) (yl - y2)
— T
Q2Q3 Y2 s Q301
—y1+ Y3
Oy = — 1 (y1 — y2) T3P

(1 —22) (-1 +y2)

Le produit des rapports de proportionalité est

. — 21 (z2 —23) (=1 +y1) (y2 —y3)
5T xy (ta ) (<Lt ge) (—yi + us)

Le produit 71 79 73 est alors égal a 1.
En explicitant et apres simplifications, on obtient

P3Ja QsJo PaJi QoJi PiJs Q1Js
JoQ1 JoP1 J1Q3 JiP3 J3Q2 J3P»

8.3 Alternative au théoréme de Céva

Exercice 8.3.1

Soit n > 3 un entier, P\ Py --- P, un polygone plan a n cétés et M un point du plan. On désigne, pour
1 <4 <n, par J; Uintersection de la droite (P;M) avec le c6té (Pj+1Pit+2) avec la convention P11 = Pj.
Alors:

(PlM PoM PM PnM> (J1P2 JoP3 JiPit1 In—1Py JnP1>
MJy MJs MJ; My,

— (-1

PPy P3Py P1Piio PP PP

Solution:

Dessin = {A,B,C,M, P, Ps,--- ,P,}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont M, Py, Pa,--- , P,.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont, pour 1 < i < n:

M = {xay71_:€_y}
Py = {zs,yi, 1 —x; —yi}
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Dessin = Dessin U{J;} = {A,B,C,Jy, -+ ,Jn, M, P;, Po,--- , P}
Détermination du point J; :

Soit J; le point (P;M) N (P;+1Pi+2). Le point J; est composé.
Comme J; € (P;M), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —
OJi=(1—-11) OM+v; OP;

On déduit:

— —

—
OJ; =e(1) OA+e(2) OB+ ¢[;JOC
avec
e)=z—1rx+uva
e2)=y—-vy+nry
e@B)=1l—-z+vie—viz,—y+1ry—rvy
Comme J; € (Pj11P;42), on a, en choisissant 'inconnue g

—

OJ; = p1 OPip1 + (1 — 1) OPiyo

On déduit:
— — — —
OJ;=f(1) OA+ f(2) OB+ f(3) O
avec
J(1) = p1 @1 + Tigo — p1 Tigo
J(2) = p1Yir1 + Yivo — P11 Yig2
JB)=1—p1 21 — Tigo + 1 Tigo — (1 Yir1 — Yit2 + 11 Yig2
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

—Tip 1Y+ T2 Y + TYit1 — Tit2 Yi+l — TYi+2 T Tit1 Yit2
—Tit1Y + Tit2¥Y + Tit1Yi — T2 Yi T TYit1 — Ti Yit1 — TYi+2 + T Yit2

vy =

—T; Y+ T2 Y+ TY — Tipo Y — TYit2 + TiYit2
—Xi 1Y+ Tjpo Y T L1 Y — Tir2 Y T X Yir1l — T Yirl — TYir2 T T Yir2

p =

On déduit que:

J, = {—sz' Tit1Y T TiZit2Y T Ti41Yi — TLi42Yi + TLTi42 Yit1l — Ti Tit2 Yitl — T Ti+1 Yit2 + Ti Tit1 Yit2 7
—Ti1Y F Tiv2 Y T Tit1 Yi — Tiv2 Yi T T Yit1 — TiYi+l — TYir2 T Ti Yit2
—TiYYi+l T Tit2 Y Yit1 T T Yi Yit1l — Tit2Yi Yit+l T i Y Yi+2 — Tit1 Y Yit2 — TYi Yit2 + Tit1 Yi Yit+2
—Tit1Y T Tir2Y + Tit1Yi — Tiv2 Vi T TYit1 — TiYit1l — TYi+2 + Ti Yi+2 ’
—Ti1 Y T Tip2Y T Tit1 Yi — Tiv2 Yi T TYit1l — TiYit1 — TYir2 T T Yiq2
avec

J I E i Y — T Y — T2 Y F i Tipo Y — Tl Yi T L1 Yi + Tipo Vi — T Tig2 Y
—XYi+r1 T T Yir1 T T T2 Yit1 — T T2 Yitl — TiY Yitl T Tit2 YYitl + T Yi Yit1 — Tir2 Yi Yi+1
T XYt — TiYit2 — T X1 Yit2 + T Tip1 Yit2 + T Y Yit2 — Tit1 Y Yit2 — T Y Yi+2 + Tit1 Yi Yitr2

—
Calculons le vecteur P,M. On a:

—_— — — —
PM = e(1) OA+e(2) OB +¢e(3) OC
avec
e(l) =z —x;
e(2) =y — i

—
Calculons le vecteur M J;. On a:

P— — — —
MJ; = f(1) OA+ f(2) OB+ f(3) O
avec
£(1) = (=2 +25) (—2ip1 Y+ Tig2y + TYip1 — Tiga Yyl — TYiy2 + Tigl Yiy2)
—XTip1Y T T2y + Tit1 Yi — T2 Yi T TYitl — Ti Yitl — TYit2 + T Yit2
£(2) = (Wi —Y) (Tip1Y — Tig2 ¥ — TYit1 + Tit2 Yit1 + T Yig2 — Tit1 Yit2)
Tit1yY —Ti42yY — Tit1 Yi T Tit2Yi — TYi+1 + Ti Yit1l T T Yir2 — T3 Yit2
£(3) = (—zity—y) (—Tit1Y + Tiv2 Y + TYit1 — Tip2 Vi1 — TYiv2 + Tit1 Yiv2)
—Tit1Y +Tip2Y + Tit1Yi — Tiv2¥Yi + TYit1 — TiYit1 — TYir2 + TiYit2
On a ainsi
Pi—M _ TTit1Y F X2y +Tiv1Yi — Tir2Yi T TYi+r1 — TiYi+l — TYi+2 + TiYit2 M—JZ

Tit1Y — Tit2 Y — TYi+1 + Tit2 Yi+l + TYit+2 — Tit1 Yiy2
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—_—
Calculons le vecteur J;P;y1. On a:
Pr—— — — —
JiPiy1 = e(1) OA+e(2) OB+ ¢(3) OC
avec
(1‘1‘+1 - $i+2) (—J% Y+Ti Y +TY — Tip1Yi — TYit1 T T yz’+1)
TitlY —Ti42Y —Tit1 Y T Tit2Yi — TYi+1 + TiYit1 + T Yi42 — Ti Yit2
(Y — T 1y — Y + Ti1 Vi + TYir1 — TiYiv1) (Yire — Yir1)
Tit1lY —Tit2Y —Tit1 Y T Tit2Yi — TYi+1 + Ti Yit1 + TYir2 — Ti Yit2
(@Y — Tig1y — TYi + Tig1 Yi + TYir1 — TiYir1) (Tip1 — Tig2 + Yir1 — Yit2)
Tit1Y —ZTit2yY — Tit1 Yi T Tit2Yi — TYir1 + T Yit1 T+ T Yir2 — T3 Yit2

e(l) =

e(2) =

e(3) =

P ——
Calculons le vecteur P;1Pjys. On a:

P —— —

PiiiPis = f(1) OA+ f(2) OB + £(30C
avec
f(1) = —@iv1 + Tigo
f(2) = —yit1 +yiv2
) =2it1 — Tito + Yir1 — Yito
On a ainsi, pour i <n — 2

— TiY —Tit1Y —TYi + Tit1Yi T TYit1 — TiYi+l =
JiPiy1 = Piy1Piyo
Tit1Y — Tit2¥Y — Tit1 Yi T Tiv2Yi — TYit1 T Ti Yit1 + TYit2 — Ti Yit2

_
Calculons le vecteur J,_1F,. On a:
Jn—1P, = i(1) OA+i(2) OB +i(3) OC
avec
i(1) = (1 — 2p) (_xn—l Y+ XY+ TYn—1— TpYn—1 — TYn + Tn-1Yn)

1Y —TnyY —TY1L + Tn-1Yl — T1Yn—-1 T Tn¥Yn-1 T+ TYn — Tn—1Yn

i(2) = (W1 = Yn) (Zn 1Y+ Tn Y+ 2TYn—1 — TuYn-1 — TYn + Tn—1Yn)
T1Y —Tpy —2TYl +Tn-1Yl —T1Yn-1+ TnYn—1+TYn — Tn—1Yn

1(3) _ (—1'1 +xn — i+ yn) (_xn—l Y+ Ty +TYn-1—TnYn-1—TYn + Tp-1 yn)
TIY =Ty —TY1 +Tpn—1Y1 —Z1Yn—1 + TnYn—1 +TYn — Tn—1Yn

—
Calculons le vecteur P,P;. On a:

—

. ‘) . H . .>
PPy = j(1) OA+j(2) OB +j(3) O
avec
](1) =T — ITn
](2) =YL —Yn

Jj(3) = —z1+xn — Y1 + Yn
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On a ainsi

T o —Tp-1Y T+ TnY+TYn—1 —TnYn—1—TYn + Tn—1Yn 5
Jnflpn - Pnpl
TIY = TpnyY —TY1L + Tn-1Y1 — T1Yn-1+TnYn-1+TYn — Tn-1Yn

—
Calculons le vecteur J,P;. On a:

—_— — —

JnPi = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC

avec
k(l)z (1’1—1‘2) ($1y—$ny—$y1+xny1—i—xyn—arlyn)
T1Y—T2Y —TY1 +TpY1 T TY2 — Tp Y2 — T1Yn + T2 Yn
k(2) = (1 — 1) (T1y —2ny —Ty1 + Tp Y1 + T Yn — T1Yn)

T1Y —T2Y —TY1 +TnY1 +TY2 — TplY2 — T1Yn + T2Yn

(—z1+x2—y1+12) (T1Y — Ty — Y1+ T Y1 + T Yn — T1Yn)
T1Y —T2Y —TY1 +TnY1 +TY2 — Tp¥Y2 — T1Yn + T2Yn

k(3) =

—
Calculons le vecteur P;P,. On a:

—

— — —
PP, = 1(1) OA+1(2) OB +1(3) OC

avec
l(l) = —I1 + 22
1(2) = —y1 +y2
I3) =z —xa+ 41 — 42
On a ainsi
J. P = T1Y —TpnyY —TY1L+ Tyl +TYn — T1Yn ]TPQ)

1Y+ T2Y +TYL — Tyl —TY2 T TnY2 + T1Yn — T2Yn
Ainsi, le produit partiel

PIM J Py oM JoP3 PM — JiPiyy  PooM Jn 0Py

MJy PPy MJy P3Py MJ; Piiq, Piyo MJn—o PPy

a pour valeur
T1Y— T2y — XY +ToYyr +T Y2 — T1Y2

_171
( ) Tpn—1Y —TpyY —TYn—1+ TpYn—-1 1+ TYn — Tn-1Yn

et les facteurs restants

Pn—lM Jn—lpn PnM anl
MJ,—1 P,PA MJ, PP

ont pour valeur
Tp-1Y —TnY —TYn—1+ TnYn—1 T+ TYn — Tn—1Yn

T1Y — T2y —TY1 +Toy1 +TY2 — T1Y2
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8.4 Multi-rapport d’un faisceau de droites

Cette section montre que le multi-rapport d’un faisceau formé d’un nombre pair n de droites est une
quantité parfaitement définie intrinseque au faisceau et tout faisceau contient un multi-rapport harmonique
naturel (question 3 ci-dessous).

Exercice 8.4.1

Soient (A) et (A1) deur droites (supposées sécantes en un point J), n un entier pair, Ai, As,---, Ay
des points distincts de (A) et By, Ba, -+, By des points de (A1). On suppose que les droites (A1By),
(A3By), - (AnBy) se rencontrent toutes en un méme point A (donc constituent un faisceau).

1. Montrer l’égalité des multi-rapports
r(A1, Agy -+, Agit1, Agiyo, -+ , Ay) =1r(B1,Ba, -+ , Baiy1, B2ita, -, By)
r(J, A1, o0 Az, Agit, -, Anc1) = 7(J, By, -+, Bog, Bait1, -+ , Bro1)

2. Montrer que, pour 1 < i < n —1 les points C; = (A;Biy+1) N (A;+1B;) sont sur une méme droite
(A2) passant par J, ainsi que les points C; j = (A;Bj) N (AjB;) pour 1 <i < j < n (la droite (Ag)
est la droite de Pappus).

3. On pose I; = (A2) N (A;B;) pour j =1,--- ,n. Montrer que

r(J,11,C12,12,Ca3, -+ , In—1,Cn—in, In) = —1

4. Soient trois indices i, j,k distincts deux d deux et les points Ff]k = (A;By) N (4;B;), F2”k =
(A4;By) N (AxBy), GY7F = (BjAp) N (B;Ai), G57F = (BjAg) N (BrA;). Montrer que les droites
(Fll’]’k N Fg’]’k) et (Gll’J’k N G;’]’k) se coupent sur la droite de Pappus.

L’essentiel des résultats de cet énoncé reste valable pour n impair en remplagant 'une des droites (A;B;)
par la droite (AJ).

Solution:

Soient A; et B; deux points distincts du plan. Le point A est choisi arbitrairement sur la droite (A1 By)
avec A distinct de A; et B;. Le point J = (A1) N (Ag) est supposé distinct de Ay et Bj.

Dessin ={A, Ay, -+, As,--- ,Ap, B1,J}
Le repere barycentrique choisi est Ay, By, J.
Les points composés sont A,---, A;, -+, Ap.

Avec des notations naturelles, les coordonnées barycentriques des points composés sont, pour 2 < i < n:

A= {k 10}
Ai - {1 —$i,o,l’i}
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Dessin = Dessin U{B;} = {A, Ay,--- ,A;,-- A, B1, -+ , By, , By, J}
Détermination du point B; :

Soit B; le point (JB;1) N (AA;). Le point B; est composé.

Comme B; € (JBji), on a, en choisissant I'inconnue v

OB, = (1— 1) OB, + 11 OJ

Comme B; € (AA;), on a, en choisissant I'inconnue

—

O—BZ)'=/$1 (T‘l-l—(l—ul) OA;

On déduit:

a- —

OB, = b(1) OA; +b(2) OB; + b(3)0.J

avec
b(1)=1—pw+kpu —xi + 1 x;

b(2) =1 —Fk) m
b(3) = (1 —m)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

b k x; I 7
YT Tkt T Ikt
On déduit que:
B, — {O, (1—k) (—14—:171') kx; }

—1+k+z —14+k+ay
1). Calcul du multi-rapport r(Ay, -, Agit1, A2ive, -, Ap) égal &

A1 Ay AzipiAsipe Anidn
Az Az Aoit9Aziy3 ApAq

T =
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On a progressivement

—_— —x9 —_—
A A, = A4,

T2 — I3
X241 — T2i42
Agit1Agito = ————— Agi12A42i43

T2i42 — T2i43
Ap 1Ay = —— A4
T

Le produit des rapports de proportionalité est

- —T2 H (332i+1 - 1U2z’+2> Ipn—1— Tn
T2 — T3 1 L2i+2 — L2443 Tn

Calcul du multi-rapport r(By,---, B;,--- , By) égal a:

_ BBy  Byit1Boiv2  Bno1By

r —
By Bs ByitvaB2its BB
On a progressivement
— —1+k —
BiBs = (1) x2 (—1+k+x3) BoBs

(—1 +II€) (562 —:1,‘3)

——— (%2441 — T2i42) (m14+k+22i43) =——

Bais1Baivs = BaisoBa;
2i+1D2i+42 (—1+k—|—l’2i+1) ($2i+2_$2i+3) 21422143

_— (—1 =+ k‘) (xn—l — xn) —_—

B,_1B, = B,B
! (_1+k+l‘n—1) T !

Le produit des rapports de proportionalité est

r=(-1)

X2 (—1 +k +:L‘3) H <($2i+1 — x2i+2) (—1 +k —I-IL’QH_?,)) (—1 + k) (.In_l — (L‘n)
(—1 + ]{Z) (332 — xg) Sl (—1 +k+ x2i+1) ($2i+2 — 1’21‘4_3) (—1 + k+ xn_l) Tn

égal au précédent. Il en résulte que
T(A].a AZ, e )A2i+17A2i+27 T aAn) = T(Blv B2a e 7B2’i+15 BQi-i—Qy T 7B’n)

Calcul du multi-rapport r(J, Ay, -+, Ag;, Agit1,- -+, An—1) égal a:

JA1 AsAs  AgiAsiy1 Ap2An
A1As AzAy Aziy1A2ito Ap_1J

On a progressivement
— -1 ——
JA = — A1A,
T2

i T2i — L24+1 ’

Az Asi = Agit1A2i40
T2i41 — T2i42
——  Tp2—Tp-1 ——
An—zAn—l = T An—1J
- n—1
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Le produit des rapports de proportionalité est

- -1 ( T2i — T2it+1 )wn—z—xn—1
T2 i \T2i41 — T2it2/) —1+Tn-1

Calcul du multi-rapport r(J, By, -+ , Ba;, Bojy1,- -+ , Bn—1) égal

JB1 ByB3  DByiBaiy1  BnoBn

B1By B3By Boiy1B2iq2 B, _1J
On a progressivement
— 1—-k- e
JB =-—""* BB
kxo

=  (v2i —x2i41) (-1 +Ek+22i42) 5—5—
21024+1 (—1+k+x2i) (x2i+1 _$2i+2) 21+102442
” k (xan _xnfl) :
B,_2B,_1 = B,_1J
n—2Pn—1 (—1+k+$n_2) (_1+13n—1) n—1

Le produit des rapports de proportionalité est

r

kay S5\ (=14 k4 22i) (22041 — T2i42)

_ -1 < T2i — T2it1 ) (Tn—2 — Tn-1)
51 \ 2041 — L2442 (=14 zp—1)

Z2

Il en résulte que

r(J, A1, -+, Aoy Agiva, -, An—1) = 1(J, B1, -+ , Bai, Baiy1, -+, Bn—1)

2). Dessin = Dessin U{Cs,C;} = {A, Ay,--- ,As,-+- ,Bi,--- ,C1,- - ,Ciyo o . Crq, J,Cs 1}

Détermination du point Cy; :
Soit Cs+ le point (AgBt) N (A¢Bs). Le point Cs; est composé.
Comme Cy; € (AsBy), on a, en choisissant I'inconnue v

—
OCsyt =1 OA; + (1 — 1/1) OB;
On déduit:
— — —
OCs: =e(l) OA; +¢(2) OB +¢(3)0J
avec
e(1) =v1 (1 —xy)
(=1+4+k) (—14+11) (m14zy)

9) —
«(2) 1+ k+ay
Maxs—knnes—kxy +kvixy — v xs Tt
6(3): 1—k‘—$t

Comme Cy; € (A¢Bs), on a, en choisissant I'inconnue 4

—

OCs,t = pu1 OAs + (1 - ,UJ1) OB,
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On déduit:

—

OC.: = f(1) OA; + f(2) OB, + f(3)0J
f) = p1 (1 —ay)
(“14k) (“14m) (-1 +a)

2) =
1) —14+k+xs
f(3)= _k$8+kﬂl$341r/_i1kﬂct_;ku1xt—ulxsxt

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

k(=14 ) k(=14 )

Y= 1-2k—as+kos—x¢+kay + 258 o= 1-2k—2s+kos—x¢+ ko + x5

On déduit que:

E(1—xs) (=14 x4)
Cs,t:{ 5
1-2k—as+kas— a1+ ko + 2528
(=1+Fk) (1 —x5) (=1 +axy) k(—xs —xp + 225 x¢)
1—-2k—as+kas—ap+ ko +aswy’ 1 —2k—as+kas —xe +kay + o1

Et

k (1 — :L'z) (—1 + QZZ‘+1)
1—2k—xi+kxi—xi+1+kxi+1+xixi+1’
(=14+k) (1 =) (=1 +xit1) k(=i — Tig1 + 2z xi41)

Ci=Ciit1 = {

1-2k—ai+koi—zip + ko + 221 1 =2k — o + kg — i + k@i + @ i

On vérifie rapidement que le vecteur OCj; est proportionnel au vecteur constant
e s — s ——
—k OA + (1 —k) OBy + (=1 42k)OJ = —k JA + (1 — k) JB;

donc les points Cj, Cs; sont sur une méme droite (Az) (qui est la droite de Pappus).
On notera que, pour 1 <i<n —3,

(1A aip)? (@ — i) (1= 2k — Tiyo + kTigo — Tigs + K Tigs + Tigo Tigs)
CiCit1 = 5 Cit1Cit2
(1—-2k—oi+ ko, —xip1 +kzip +2i2i01) (-1 +2542)7 (Tig1 — Tig3)
Dessin = Dessin U{[;} ={A4, Ay, - ,A;,--- ,Bi,- ,Cyi,-++ ,Cpq, 11, [ Lo+ I, J, Cs i}

3). Détermination du point I; :
Soit I; le point (C1C2) N (A;B;). On obtient par un calcul similaire

I, =
! {—1+2k+x/ —14+2k4+x; " —1+4+2k+uz

}
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Dessin = Dessin U{W1} ={A, Ay,--- ,A;,--- ,B;,---,Ci,--- Lo I, J,Cs o, W1}
Détermination du point W7 :

La droite (A) (resp. (A1), (Az)) est la droite (A1 Aa) (resp. (B1B2), (C1C2)).

Soit W le point (C1C%) N (A1 As2). Le point Wi est composé.

Comme W; € (C1C4), on a, en choisissant 'inconnue v

—

—
OW1 =v1 OC1+ (1 —11) OCy

On déduit:
— — —
oW, = g(l) Aq +g(2) OB1 + g(3)OJ
avec
g(l) o k (—1—|—:E2) (1—2k—$2+k$2—1‘3+2k5[}3 —k:l/lajg—f—xgl‘g—k$21‘3+kl/15621’3)

(1-2k—a9+kx) (1 -2k —x9+kxy—2x3+kas+ x223)

(*1+/C) (*1+l‘2) (1*2k*$2+k$2*$3+2k.’)33*k‘V1$3+.’L’21‘3*k‘l’2$3+kﬂ/13§2$3)

2) —
g() (1—2k—$2+k$2) (1—2k—$2+k$2—3§3+k.’1)3+$2$3)
9(3) = —hg(3)"
(1-2k—2o+kas) (1 —-2k—azo+kaxo—x3+kas+a2x3)
avec

9(3)" =29 —2kxo —w9® +kao + 13 —2kxs — 11 a3+ 2k o3 — 3xow3 + 5k ao w4+ 2101 20 T3

—4k1/1x2333+23322333—2kx22x3—V1x22x3+2k1/1x22x3

Comme Wj € (A1A3), on a, en choisissant I'inconnue fq

—
OW1 =1 OA1 + (1 — 1) OAs
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On déduit:
— — —
oWy = h(l) OA, + h(2) OB1 + h(?))OJ

avec
h(1) =1 — 29+ g 22

h(2) =0
h(3) = (1 — ) x2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

_—1+.I'2 y _(1—2]{3—.%2-1—/{%‘2) (—1+.I'3)
i T2 ! k (—1+$2) T3

On déduit que:
Wi = {0,0,1} = J
Dessin = Dessin U{Wa} = {A, Ay, , Ay, -+, Bi,-+ o ,Ciyove Lo I, J, Csps We, W
Détermination du point Wy :
Soit Wa le point (C1C2) N (B1Bs). Le point Wy est composé.
Comme Wj € (C1C2), on a, en choisissant 'inconnue v

—_—
OW2 =1 OCl + (1 — I/1) OCQ

On déduit: - -
OW; =i(1) OA; +i(2) OB1 +1i(3)0J
avec
i(1) = E(—14mz9) (1 —2k—20+kwo—w3+2kxs — kg3 + xox3 — kroxs + kg xox3)

(1-2k—a9+ka) (1 -2k —ax9+kxy—x3+ ks + x073)

(—1+k) (—l—i-xg) (1—2k—x2+kx2—x3+2km3—k1/1x3+m2x3—kmgxg—i—kul:z:gxg)

(9) —
i(2) (1-2k—a9+ka) (1 -2k —ax9+kxy—x3+ ks + x073)
i(3) = —ki(3)*
a (1—2k—x2+kx2) (1—2k—x2+kx2—x3+kx3+$2x3)
avec

i(3)*:932—2k::1:2—x22+k‘$22—|—x3—2k::63—u1x3+2kulx3—3x2x3+5kx2x3+2ylx2x3

—4k1/1x2x3+2x22x3—2kx22x3—V1x22x3+2k1/1x22x3

Comme Wj € (B1Bs), on a, en choisissant 'inconnue gy

OWy =1 OBy + (1 — 1) OBy

On déduit:
g . _> . - .
OW2 = ](1) OA1 +](2) OBl +](3)0J

avec

j(1) =0
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. —1+k+1’2—k$2+kﬂ1$2

i) 1+ k+ a2
gy = HlL ) 22
—1+k+ 29
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
(—1—|-k) (—1—1—1‘2) (1—2]?—1’24—]6‘.%’2) (—1—|—.7}3)
= ks e k(=1 +2) 23

On déduit que:
Wy = {0,0,1} =J

Calcul du multi-rapport r(J, 11,C1,12,--- ,Ci, Iiv1,- -+ ,Cn_o9,In—1,Ch_1,I,) égal a:

JI1 Ci 12 Cilis Cr1ln

I1Cy 120, Ii 1 1Cigq I,J
On a progressivement
1-2k— k —_—
JI = T2t T2 men

k‘.’EQ
1—-2k—xo+ koo — 23+ kxs+ o3 )

—_— 1'2(
2= (-1
@ (=1) (1—2k—ao+kay ) (x2 — 23)

—_—
, 12C5

(x2i41 — x2i42) (1 =2k — 29440 + kx2i42 — 243 + k22ip3 + 242 X2i43) ———

Crivilaiyo = I5;42C2 42
R T U 22k — woig1 4 k@oigt — Toise + kToirs + Toic Toite) (Taics — Taigs) o ot
N k 14—
Cn—ljn (xn ! xn) In—j

- 1-2k—ap1+kxpn1—xpnt+kx, +xp_12n

Le produit des rapports de proportionalité est
r=—1

4). Détermination de (F{Jk N FQ'Jk) et (Gi’j’k; N Gg’j’k):

On peut supposer, quitte a changer les indices, que i = 1,j = 2,k = 3.

Dessin = Dessin U{Fy, Fo} = {A, Ay,--- A, ,Biy-- -+ ,Ciyooe Ly oo Iy F1 Fo  J,C p, W, Wa b
Détermination du point F} :

Soit Fy le point (A1 B3) N (A2B1). Le point Fj est composé.

Comme F} € (A1 B3), on a, en choisissant I'inconnue v

— — —
OF, = v OA; + (1 — Vl) OBs;

On déduit: . . .
OF; =m(1) OA; + m(2) OBy +m(3)0J
avec
m(l) =1
C(-14Ek) (—1+w1) (-1 4 x3)
m(2) B —14+k+ T3
. k‘ (1 — 1/1) I3
m(3) B —1+k—|—x3
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Comme F} € (A2B1), on a, en choisissant I'inconnue

—

—
OF, =1 OAs+ (1 — 1) OBy

On déduit:

— —

—
OF) = n(l) A+ n(2) OB + n(3)OJ

n(1) = p1 (1 —m2)

n2)=1-
n(3) = p1 z2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

k(=14 x2) a3 B —k g
o —kxo —kxg —xox3+ kToxs = o —kxo —kxg —xox3+ kroxs

vy =

Détermination du point Fb :
Soit Fy le point (A2Bs3) N (A3Bj). Le point F est composé. Les mémes calculs fournissent:

k (—1 —|—$2) (—1—|—.%'3) €3
1‘2—]{:332—x3+2kx3—x2x3+$32—kx32’
(1 — ]{7) (wg —:Cg) (1 —(L‘3) k (1 —.CCQ) 1‘32
To— ko —x3+2kwy —Tow3+ 232 —kas? w9 —kao — a3 +2kx3 — 2023 + 232 — kas

B={

5 )

Dessin = Dessin U {(;1 (;2} = {Al Al. ce 41, ce ,B,’. gttty (,r','. c .],’, e .]7,1., f‘l,f"‘«_). (1’1, (:2 J,
Cst, W1, Wa}

Détermination du point G :

Soit G le point (BjAsz) N (B2A;). Le point Gy est composé.

Comme G € (B1A3), on a, en choisissant 'inconnue v

s

0G, = (1 — 1/1) OAs +1v1 OB;

On déduit:

— —

OG: = q(1) OA1 + q(2) OBy + q(3)0J

q(1) = (=141 (=1 +23)

q(2) =1
q(3) = (1 —v1) z3
Comme G € (B2A1), on a, en choisissant 'inconnue

—

OG1 = (1 — 1) OA; + 1 OB,

On déduit:

— —

OG1 = (1) OA; +1(2) OB, +r(3)0J
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avec
7"(1) =1- M1
1-— -1
7“(2) _ ( k) H1 ( +x2)
—14+k+x9
 kppxe
r@3) = —1+k+

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

(—1 + k‘) (—1 —+ $2) X3

Vl:—k::cg—f—xg—k::cg—xzxg—l-kxga:g
N (1—]43—1’2) T3
Ml_*k$2+$3*kx3*l‘2$3+k$2$3
On déduit que:
G _ *k‘ﬂ?g (*1+l‘3)
r= kxo+x3 —2kx3 — 2013 — 232 + k232 + 29 232’
(1 - k) (—1 +l‘2) xr3 k:L'Q.Tg

kx2+$3—2k1‘3—.%'2:63—.%’32-1-]61'324—.%'21‘327 kxg—l-.%'g—Qkx3—1‘2$3—x32+k$32+$2$32

Détermination du point Gs :
Soit G le point (B2A3) N (BsA;). Le point G2 est composé. Les mémes calculs fournissent:

—k (x2 —x3) (=1 +x3)

G2 - {kl‘2+l’3—2]{21}3—$2$3—l’32+/€l‘32+l‘2l’32’
(1 —k‘) (—1+Zlf2) (—1+$3) xs k (—1 —i—:L‘Q) {E32
kx2+x3—2kx3—x2x3—$32+kx32—|—x2x32’ kx2+x3—21@953—1‘2;133—x32+kx32+x2x32
Dessin = Dessin U{K1, Ko} = {A, Ay, -+, Aj, -+ Bi,-++ oo+, Ci,ovv Lo I, Fy, Fy, Gy, G, K1, Ko,

J, Cs 4, W1, W}
Détermination du point K :
Soit K le point (C1C2) N (F1Fy). Le point K est composé.

On obtient:
k(=14 x3) (=1 +z3) (=229 + 23 + T2 73)
Kl - { L )
(=14+k) (-1+a2) (-1 +x3) (—222 + 23 + 2273)
ks ’
—k (22 + xa w3 — 32% w3 — m3% + wa 3% + 227 73?) )
ks
avec

ke =229 —4kxg — 2{[}22 —|—3]{7{E22 —x3+2kxs —2x913+ 3k To 23 —|—3{L‘22{L‘3 —3kIL‘221‘3
+ 5632 — k$32 — kxo x32 — x22 1’32 + kaQQ 5632
Détermination du point Ko :

Soit K9 le point (C1C2) N (G1G2). Le point K3 est composé.
Le méme calcul fournit K; = K», donc K; € (Ag).
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8.5 Invariance du multi-rapport

Exercice 8.5.1
Le multi-rapport est invariant par transformation homographique.

Solution:
Soit n un entier pair et A; des points du plan, d’affixe z; pour 1 < i < n (on posera z,+1 = z1). Identifions
chaque point A; avec le nombre complexe z;. La transformation homographique h est de la forme

az+b
hz) =
(2) cz+d
avec a, b, ¢, d constantes telles que ad — be # 0. Le multi-rapport r(Ay, Ag, -+ , An—1, Ayp) a pour valeur

=5

R2i — R2i-1

I
i=1

22i4+1 — 224
et on a i=5
2 h(ZQZ') — h(ZZifl)
r(A(A1), h(A2), -+ h(An-1), h(An)) =
(A2, Ao an) = [T e St
Or
h(z24) — h(z24-1) _ (22i-1 = 20i) (¢ 22041 + d)
Mz2i41) = h(z2:) (220 — 22i41) (c22i-1 + d)
et n
T (22 +d)
Pl (cz2i—1 +d)
donc

T(h(Al), h(AQ), ey, h(An_l), h(An)) = T(Al, AQ, cee ,An_l, An)

Exercice 8.5.2

Soient I' un cercle et My, My, Ma, - -- , My, un nombre pair de points fizes du cercle (supposés distincts
deuzx a deuz) et M un point variable du cercle distinct des points précédents. On consideére le faisceau de
droites (M My), (M M), (MMs),--- ,(MM,).

1. Montrer que le multi-rapport r du faisceau de droites (M My), (M My),(MMs),--- ,(MDM,) est
indépendant du point M lorsque M wvarie sur le cercle.

2. Sur la tangente au cercle I' en My, soit Ty un point distinct du point My. On pose R; =
(MoM;) N (ToM,,) pour 1 < i < n — 1. Montrer que le multi-rapport r* du faisceau de droites
(MoTo), (MoRy), (MoRs), -, (MoRy,) est égal au multi-rapport r.
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Solution:

1). Posons B = My et C' = M, et choisissons un point A du cercle distincts des points M; et du point
M: le cercle I' est donc circonscrit au triangle ABC. 1l nous suffit de montrer que le multi-rapport r
du faisceau de droites (M M), (M M), (M Ms),--- ,(MM,) est égal au multi-rapport du faisceau formé
par les droites (AMy), (AM;),(AMs),---,(AM,) (ou alors il suffit d’observer que le multi-rapport r du
faisceau de droites (M My), (M M), (M Ms),--- ,(MM,) est indépendant du paramétrage du point M).
La valeur de chacun des multirapports est calculée en utilisant les points d’intersection de chacun des
faisceaux avec la droite (BC).

Calculons la valeur du multi-rapport en déterminant les intersections P; = (AM;)N(BC) pour 1 < i < n—1.
Ainsi, le multi-rapport r du faisceau de droites (M A), (M M), (MMs),--- ,(MM,_1),(MB), a pour
valeur

BMl M2M3 Mn—SMn—Q Mn—lc
My My M3My M, oM,y CB
Dessin ={A,B,C, M, My, My, --- ,My_o, M1}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, My, Mo, -+, M,,_o, M,,_1.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont, pour 1 <i <n — 1:

r =

x (62x+a2y)
24+ a2zy+b2xy—cAry+ay?’
Y (b2w+a2y)
Va2+a2zy+b2zy—cAry+a?y?’
—xy
2r2+alzy+blry—cry+ a?y? }

M:{b2
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z; (b*z; + a®y;)

v+ a?ziy+ 02y — Ariy+a?y?
yi (%2 +a’y;)

02 xf + a? iy + b2 iy — A xiyi + a

M; = {5

_C2 Ti Yi
Va2 +aziy + 02y — Ary + a?y? }
Dessin = Dessin U{P;} ={A,B,C, M, My, Msy,--+ ,My_o, Myp_1,P1, Py, | Pp_o,Py_1}
Détermination du point P; :
Soit P; le point (BC) N (AM;). Le point P; est composé.
On obtient:

P = {0 b2 z; + a’y; e
 —

"D2ay—cai+aly b —chi—i-a?yi}

Dessin = Dessin U{Q,} = {A,B,C, M, My, Ms,--- ,My_9,My_1,P1,Pa,--- , Pp_9,P,_1,
(21(22 o ,-(211 2~(2n, 1}

Détermination du point @Q; :

Soit @; le point (BC) N (M M;). Le point Q; est composé.

On obtient

(b2x—i—a2 y) (b2 x; + a® yl)
"oz -z +a?bry+a?Pay;+atyy’

}

Qi = {0
v’ rx;
brox, — b2t +a?b2x,y+a?blzy; +atyy;
Calcul du multi-rapport r(B, P, Py, P3,- -+ , P,—1,C) égal a:

BP, PP P, .C
PP, PP, CB

T =

BP
L a? (x2y1 — 1 Y2)

2 2 2

————  (—T2i41Y2i + T2iY2i+1) (b T2i42 — C* X242 +a y2i+2) 55

PyiPyiv1 = —5 : ) Priv1Prito
(b*x9i — ¢ w2 + a?Y2q) (—T2it2¥Y2ir1 + T2i41Y2i+2)

v? Tp—1+ a? Yn—1 C,_B)
b? Tn—1 — c? Tp—1+ a? Yn—1

e
P,_1C=—

Le produit des rapports de proportionalité est

T (—w3y2 +22y3) - (=T2i01 Y20 + T2 Y2i01) (b2 Tn-1+a? ynfl)
a? (—zayr +x1y2) - (—22iy3 + 3 Y2i) - (—Tn—1Yn—2 + Tn—2 Yn—1)
Calcul du multi-rapport (B, Q1,Q2, -+ ,Qn—1,C) égal a:

ry = BQi Q03  QnaC
Q1Q2 Q3Q4 CB

rL =

On a progressivement

2b2x2y+a2b2my2+a4yy2)

a? (0*x +a?y) (v2y1 — 1Y2)

T (b43:$2 —bvlrxs+a

B—Q{ = Q1Q2
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Q2iQ2i+1
(—@2i41 Y25 + T2i Y2i41) (B* T 220902 — V2 P T 32440 + A2V 22540y + > P v y2ipo + at yy2ive) —
T (Wlawy 0P Rawy; + a2 aaiy + a2 02w s + atyya;) (—T2i42 Y2it1 + L2041 Y2it2) Q2it1Q2iv
(b2 x + a? y) (b2 Tp_1 + a? yn_l)
brox, 1 —b2rr, 1+a2blr, 1y+aZblry, 1 +a*yyn_1

— —
Qn—lC = - B

Le produit des rapports de proportionalité est

z1 (—23y2 +22y3) - - (—T2i41 Y2i + T2 Y2i41) - (52 Tn-1+a’ ynfl)
a? (—x2y1 +2192) - (=220 Y3 + 23Y2i) - (—Tn-1Yn—2 + Tn-2Yn—1)

ro =

On a bien 71 = rs.

2) Dessin = Dessin U{RI‘} = {—\ B,C, M, \[1\[2 B A\[,,,z. A\[,,,]. P]. PZ oy P,,,«'_)A P,I,IA
Q1,Q2, + ,Qn—2,Qn_1,R1,Ro,--+ ,Rp_2,Ry_1}

Détermination du point R; :

Soit R; le point (TpoC) N (BM;). Le point R; est composé.

On obtient:
R = { a? (b2 x; + a? yi) (1 —a®+ 02) (62 x; + a? yi) —a?c? Yi )
Lo+ bR +a?y” BRai+b2cta+ ey, Vr bR +adly;
Calcul du multi-rapport r(Ty, R1, Re, R3, R4, R5, R,,—1,C) égal a:
o ToR1 RoRs R, 1C
R1{Ry R3R4 CT,
On a progressivement
x1 (0?9 + 0% 20 + a®
nm; = nVen ) gy
a? (z2y1 — 71 Y2)
P . PP b2 . b2 2 . 2, .
Rl (—@2i41Y2i +22iY2i41) (VP T2i42 + 0 w2400 + a® y2iy2) R
2ill2i41 = 2i+1H2i+2
B (P xs + 02 xoi + a2 y2q) (—T2i02 Y2041 + T2iv1 Y2i12) TR
R b2 2y 2 Y
R, 1C= Tn—1 + 0" Yn-1 C'*fo)

2z 1+ 02T+ a2 Yp1

Le produit des rapports de proportionalité est

o T (—z3y2 +m2y3) - (—T2ir1 Y20 + T2iY2it1) (b2 Tn—1 +a? yn—1)
a? (—xay1 +21y2) - (—22:y3 + T3Y24) - (~Tn—1Yn—2+ Tn2Yn—1)

On a donc r* = r.

8.6 Faisceau harmonique
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Exercice 8.6.1

Soit un triangle ABC, AH, la hauteur issue de A (donc H, € (BC)), Ji le pied de la bissectrice
intérieure de l’angle A, Py et Py les projections sur (BC) du centre du cercle inscrit J et du centre du
cercle exinscrit Jo tangent extérieurement au coté (BC).

Montrer que les points A, J, J1, J, forment une division harmonique, ainsi que les points Hg,, Py, J1, Ps.
Etablir que MP? = MH, - MJy, M désignant le milieu de [BC].

A

Solution rapide:

Dessin ={A,B,C,H,, J, J1, Jo}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Hy, J, J,, J1.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a? 4+ —c2 a2 —b2 42

Ha:{07 2 a2 ’ 2 a? }
b
J = {a+2+c’a+b+c’a+z+c}
b
Jo = {a—Z—c’—a+b+C7—a+cb+c}

Dessin = Dessin U{P, P} ={A,B,C,H,, J, J1, Jq, P, P>}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont P, Ps.
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La projection du point J sur la droite (BC') est le point P; de coordonnées barycentriques

a+b—c a—-b+c
2¢ ' 2a

P = {0, }

La projection du point J, sur la droite (BC) est le point P5 de coordonnées barycentriques

a—b+c a+b—c

P, =10
2 = {0, 2¢ ' 2a }
On a ainsi )
i =
a
On a ainsi
Jide = —2 T4
1Ja b+C a
11 suit .
AJ Jide
JJ J,A
On a ainsi 5
mp = S p
On a ainsi
P
J1 P, = — PH,
c
Il suit
H,Py 1Py B
PJ, P,H,

Dessin = Dessin U{M} ={A,B,C,Hg, J, J1, Jo, M, Py, P>}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M.

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

11
M=1055]
On a ainsi N 0
MP, = b+cMHa
On a ainsi
M—)Pl _ bl_c]w—t]{

Il suit MP2 = MH, MJ.

Exercice 8.6.2

Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle. Les tangentes au cercle, issues des sommets de ce
quadrilatere, forment un autre quadrilatére A1B1C1D1. Démontrer que les diagonales des deux quadri-
latéres sont concourantes et forment un faisceau harmonique.
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C,

Solution rapide:

Soit K le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Dessin ={A,B,C,D, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, D.

Les coordonnées barycentriques des points composés (autres que K) sont:

x (1)2 T+ a? y)
24+a2zy+b2ry—cAry+aty?’
y (b*z +a’y) —zy
2r2+alzy+bloy—cry+a2y? b2a2+a2zy+bixy—cry+adly
Dessin = Dessin U{l1} = {A,B,C,D, I, K}
Détermination du point I :
Soit I le point (AC) N (BD). Le point I; est composé.
On obtient:

D:{b2

5

b x+aly Ay

I, —
! {b2x+a2y—02y’ 7—b2x—0L2y—i-czy}
Dessin = Dessin U {Mj, M, M3, My} = {A, B,C, D, I, K, My, My, M3, M)}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont My, Mo, Mg, My.
Un point M; situé sur la perpendiculaire a (AK) passant par A est

My = {1+ - b, 2}
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Un point Ms situé sur la perpendiculaire a (BK) passant par B est
My ={a*1—a*+ % —c*}

Un point M3 situé sur la perpendiculaire a (C'K) passant par C' est
Ms = {—a? b%, 1+ a® - b’}

Un point My situé sur la perpendiculaire & (DK) passant par D est
a2+t -’ +adPry+2a’ Py +aty?
2r2+a2xy+bixy—c2ry+a?y?
Ry — 2020 ey + a2y —aty? + a2 y?

2r2+alxy+biry—c2ry+a?y? ’

2 (b2x2—xy—a2y2) )
2r2+a?xy+bizy—ccry+a?y?
Dessin = Dessin U{A;1} = {A,A,,B,C,D, I, K, My, My, M3, My}
Détermination du point Ay :

Soit A; le point (AM;) N (BMz). Le point A; est composé.
On obtient:

My={

)

a? b2 c?
a?+b% -2 a®+ b2 - —a? —b2+02}
Dessin = Dessin U{B;} = {A, A1, B, B1,C, D, I, K, My, My, M3, My}
Détermination du point B :

Soit By le point (BMz2) N (CMs3). Le point B; est composé.
On obtient:

A = {

a? b? c?
bh=lgp-a oirre arn+a)
Dessin = Dessin U {01} — {A, A] s B, B] s C, 01 y D, I] y ’\'7, ﬂ'[] s ﬂ'[z. J[; J[_L}
Détermination du point Cf :
Soit C le point (CM3) N (DMay). Le point C est composé.
On obtient:

a® (bQ:B-I-aQy)
L= {CLszx—b4x+b202x+a4y—a262y—azczy’
—b? (b21:+a2 y) c? (bzfc—az y)
a2b2a:—b4x+b202z+a4y—a262y—a202y’a2b2x—b4x+b202z+a4y—a262y—azczy}

C

Dessin = Dessin U {Dl} = {A. Al, B, B] s CY, Cl, D, D1 s ]1, ](, J[l s J[Q J[; A\[_L}
Détermination du point Dy :

Soit Dy le point (DMy4) N (AM;). Le point D; est composé.

On obtient:

202z +a’y b2y Ay
202+ a2y +b02y— 2y 202 x+aly+b2y—c2y —2b2zx—aly—biy+c2
Dessin = Dessin U{W} ={A, A1, B, B;,C,Cy,D, Dy, 11, K, My, My, M3, My, W}
Détermination du point W :

D; ={

)
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Soit W le point (AC) N (BD). Le point W est composé.

On obtient:

bz +ay Ay
r+aly—cty T —bx—aly+ Ay

W= {5 }

Dessin = Dessin U{W;} = {A, Ay, B, B1,C,C1, D, Dy, I1, K, My, Ma, Ms, My, W, W1}
Détermination du point Wy :

Soit W le point (A1C1) N (B1D1). Le point W7 est composé.

On obtient:

. { r+a'y c? Y }
o 'R2a+aly—cy T —b2x—aly+ Ry

Dessin = Dessin U {Bg} = {4 A 1, B, B] s BZA (/V, (:,'] s D, D] s ]1 , K, ,\f] s ,\,[2‘ J[;;A ,\,[,_p Uv ”'vl }
Détermination du point By :

Soit By le point (BD) N (B1C4). Le point B est composé.

a® (b2x+a2y)
a?blx—bir+aty—a?b?2y—a2cty’

—b? (b2$+a2 y) —a’cty
a2b2x—b4x+a4y—a2b2y—azczy’a262$—b4x+a4y—a2b2y—a202y}

By = {

On a ainsi
B,C St CiC
LT Ci2Rr+ b —aly+ally+aildy
On a ainsi - . . - 5
— —a*br+br—a*y+abyt+accy =—=
CB; = 22 B1 B,
11 résulte que
By CB; _ 1
C1C B1Bs

donc le faisceau est harmonique.
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CHAPITRE

9

Projection orthogonale

9 Projection orthogonale

9.1 Projection d’un point sur une droite

Exercice 9.1.1

Soient ABC' un triangle, M un point de coordonnées barycentriques {x,y,1—x—y}. Calculer la distance
M P? lorsque P est un point quelconque de la droite (AB).

Déterminer les coordonnées barycentriques du projeté orthogonal Py de M sur la droite (AB), calculer
alors la distance M P2.

Reformuler les réponses lorsque les coordonnées barycentriques de M sont {X,Y, Z}.

C

Solution:

Dessin = {A, B,C, M, P}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, P.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M = {J;7y71_$_y}
P = {k,1—-k,0}
La distance M P? est égale &
MP? = AB? (k—z2) (-14+k+4+1y)—AC* (k—z) (-14+z+y)+ BC* (-1 +k+y) (-1+z+y)
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soit
MP? = > -’z -+ lae+b22®—2d°y+ad’zy+b2ey—Cay+a’y?

+k (—c12+b2 —02+a2x—b2x—c2:n—|—a2y—l72y—|—02y) + A2 K2
La recherche du projeté du point M sur la droite (AB) correspond & un extremum de la quantité M P?.
La dérivée de M P? par rapport a k est

dMW_(
dk

—a? -t —Vr-—Frtadly—Py+y) +25k
qui s’annule pour
a2 -+ —-adlz+bPr+ctr—ad’y+bPy—cty
22
Lorsque M = {z,y,1 —x — y}, on obtient donc les coordonnées barycentriques de P;

k:

-+ —dr+bPar+lr—ad’y+by—cty
2c2 ’
(—a2—|—b2+c2+a2m—bzx—62x+a2y—b2y—|—czy)
2c2

P={

0}

La distance M P? devient alors

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (—14z+y)?

MP? =
4 c?

Pour M = {X,Y, Z}, on remplace x par ﬁ, y par ﬁ et on obtient les coordonnées barycen-

triques de P

22X 4+a’Z -V Z+*Z 28Y —ad’Z+ 0272+ c2Z
22 (X+Y +2) ’ 22 (X+Y +2)

La distance M P? devient alors

P=1

70}

—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) Z2

mpz =
42 (X +Y + 2)°

9.2 Formules diverses invoquant des projections

Exercice 9.2.1

Dans un triangle ABC, soient Jq, Jy, J. le centre du cercle ex-inscrit tangent au coté (BC) (resp. (AC),
(AB), J le centre du cercle ex-inscrit, rq,7p, Te, 7 les rayons respectifs de ces cercles et p = % (a+b+c).
Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle, K son centre. Montrer que

7’a7’b+7’b7“c+7’a7’czp2

1 1 1 1
— ===
Ta Ty Ty T

4

re +1rp+re=r+4R
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Solution:

Les coordonnées barycentriques des points introduits dans ’énoncé sont classiques, leur descriptif n’est
pas inséré dans la solution.

La projection du point J sur la droite (BC') est le point P de coordonnées barycentriques

}

at+b—c a—b+c

P =
{0, 2¢ ' 2a

On a donc
(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)

4 (a+b+c)

La projection du point J, sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques

}

r?=JP? =

a—b+c a+b—c

P, =10
=10 2a¢ = 2a

On a donc
(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

4(—a+b+c)

La projection du point J, sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques

}

rg = Jan =

a—b—c a+b+c
2¢ = 2a

P, :{07
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On a donc
(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

4 (a—b+c)

La projection du point J, sur la droite (BC') est le point P. de coordonnées barycentriques

ry = Wb} =

a+b+c a—b—c

P. =10, ,
{0 2a 2a }
On a donc ) , ,
TEZJCPCQ:(_CHL +c)(a—b+c) (a+b+c)
4 (a+b—rc)
La distance K A? = R? est égale a
R — a’?b?c?
(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
On a successivement
Tzrz_(a+b—c) (—a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c)?
atb ™ 16 (a—b—c)
1
ramy =7 (a+b—c) (a+b+0)
Et
r2r2_(a—b+c)2(a+b+c)2
a'c 16
rwz=z(a—b+@(a+b+@
Et
7027,2_(a—b—c) (—a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c)2
ble 16 (a+b—c)
1
Tbrc:Z(—cH—lH—c) (a+b+c)
Ainsi , ) , )
r2rgrgr§:(a_b_c) (@a+b—c)"(a—b+c)"(a+b+c)
256
donc )
TTaT’chzﬁ(a—Fb—c) (a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c)

Le calcul fournit alors

1
T'a’f'b‘i’rbrc“‘rarc:Z(a+b+c)2:p2

TTaThTe

TaTh+ TpTe+ TqTe — =0

2
r
identique a la seconde formule.

On obtient également, en développant

(ra+ 1+ 10)2 = 40+ (@ —2ab+ 02 —2ac—2be+ )
Tg +Tp+7c)" = 4(—a+b+c)(a+b—rc)(a—b+c)
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et le calcul & I'ordinateur donne

dabc
(ra—i—rb—i—rc)z—(rQ—i—lGRz):7a+b+c
Puisque
22 .2
2p2__ abce !
4(a+b+c)
soit lab
rR= ave
a+b+c

il résulte la troisieme formule.

Exercice 9.2.2

Soit ABC' un triangle et K le centre du cercle circonscrit, R le rayon de ce cercle. On désigne par K,
(resp. Ky, K.) la projection orthogonale de K sur le coté BC (resp. AC, AB), par J le centre du cercle
wscrit, r le rayon de ce cercle.

Montrer que 2 Rr (a + b+ c) = abc et que

KK,+KKy,+KK.=R+r

4\

B K C

0

Solution:
Soit J; la projection orthogonale de J sur le coté BC, donc r? = JJZ. La projection J; du point J de
coordonnées {a, b, c} sur la droite (BC') est le point de coordonnées barycentriques

}

a+b—c a—b+c
2¢ = 2a

{0,
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Les points K, K3, K. sont les milieux respectifs des segments BC, AC, AB et R? = AK?.
Dessin ={A,B,C, J, J1, K, K,, Ky, K.}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K., Kp, K., J1,J, K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a? (a? = b? — ¢?)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

B (—a® + 17 — 2)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

c? (a2+b2 702)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

K= {

11
Ka = Y0 0
0,55}
1 1
Kb - {57075}
11
Kc = 155"
a b c

}

a+b+ca+b+cat+b+c
at+b—c a—b—l—c}

Ji = A0, 2a = 2a

La distance JJ? est égale &

B AB? (a2 + 02— 02) AC? (a2 — b2+ 02) B(C? (a2 + b2 — 02) (a2 — b+ 02)

+
2(a+b+c)? 2(a+b+c)? 4a2(a+b+c)’
soit
(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)

JJ? =
! 4 (a+b+c)

La distance K K2 est égale &

a? AB? (a2 — b2 — 02)2 (a2 + b2 — 02)

KK; = 2 2 2 2
2(a—b—c)"(a+b—c)(a—b+c)"(a+b+c)
a? AC? (a2—62—02)2 (a2—62+02)
+2(0,—b—c)Q(a—i-b—c)Q(a—b—i—c)Q(a—i—b—i-c)Q
BC? (a2 — b - 02)2 (a2 + b — 02) (a2 — b2+ 62)
74(a—b—0)2(a+b—c)2(a—b+c)2(a+b+c)2
soit
KE? — a® (612—1)2—02)2

“ 4d(-a+b+c)(atb—c)(a—b+c)(a+b+c)
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La distance KKE est égale a

AB2P (—a? + 17 — @)% (a® + 17 - &)

KK = 2 2 2 2
2(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)"(a+b+c)
AC? (a2—b2—c2) (a2—i—b2—c2) (a2—b2+02)2
d(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?
b2 BC? (—a2 + b — 2)° (—a® + 02 + &)
2(—a+b—c)(a+b—c)?(—a+b+c)(a+b+c)?
soit ) s e o2
KK? — b? (—a? +b* — c?)

4(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
La distance K K? est égale &

BC? 2 (a2 — b2 — 02) (a2 + b2 — 02)2

KK? = 2 2 2 2
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)"(a+b+c)
N AC? 2 (a2+b2—02)2 (aQ—b2+c2)
2@—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)
AB? (aQ—bQ—cz) (a2+62—02)2 (a2—62+02)
da—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)* (a+b+c)
soit
KKCQ _ c? (a2+b2—02)2

4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
Le produit 4 R?72 (a +b+¢)? = 4 AK? JJ? (a + b+ c)? a pour valeur

a’b?c? (—a—b+c) (a—b+c) (—a+b+c)
4 b 2 _ 232 2
@—b-—c) (atb-—0) (a—b+o) (atbto 1@tb+o (a+b4c)” =a'be
En posant
1
K =
2/(a=b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

on a:

KK, = Ka (—a® +b* + ¢*)

KKy, = Kb (a2—62—|—c2)

KK.=Kc (a2+62—02)
donc

KK, + KK, + KK, = K(—a®>+a’b+ab* —bt*+d*c+b*c+ac® +bc® — )
Puisque R = K 2 abc, on obtient
r=K(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)=K(—a*+a?b+ab’—bt>+a’c—2abc+b?c+ac? +bc® - )

donc
Rtr=K(-a*+a*b+ab® -0 +a?c+b’ct+ac?+bc? —c?)
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9.3 Théoréme de Steiner

Exercice 9.3.1 relation entre les rayons des cercles
Soit ABC' un triangle et

R = le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC
r = le rayon du cercle inscrit au triangle ABC
rq = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement o BC
ry = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AC
re. = le rayon du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AB

Montrer que

re + 15+ 17— 1 = 4R

Solution:
Soit K le centre du cercle circonscrit, J le centre du cercle inscrit au triangle ABC, J, le centre du cercle

ex-inscrit tangent extérieurement a BC, Jy, le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AC, J.
le centre du cercle ex-inscrit tangent extérieurement a AB.

Dessin = {A,B,C, J, Jo, Jy, J., K}

Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont J, Jg, Jp, Je, K.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a b c
a+b+ca+b+cat+b+c

}

J=1
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a b c

Ja: 9 y
{a—b—c —a+b+c¢c a—-b—c

}

a b c
Ty = {a—b+c7—a+b—c’a—b+c}
a b c
Jc:{ }

a+b—c a+b—c a+b—c
a® (a2—b2 —02)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’

B (—a? + 12 — %)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2+b2 —02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}
Dessin = Dessin U{P, P,, P,, P.} = {A,B,C, J, J,, Jy, Jo, K, P, Py, Py, P.}
Les points composés sont P, P,, Py, P..

La projection du point J de coordonnées {a,b,c} sur la droite (BC) est le point P de coordonnées
barycentriques

K=

a+b—c a—b+c

2¢ = 2a }
La projection du point J, de coordonnées {—a,b,c} sur la droite (BC) est le point P, de coordonnées
barycentriques

P =0,

a—b+c at+b—-c

2a ' 2a }
La projection du point .J, de coordonnées {a,—b,c} sur la droite (AC) est le point P, de coordonnées
barycentriques

Pa:{oa

—a+b+c a+b—c
0
2b T 2) }
La projection du point J. de coordonnées {a,b, —c} sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées
barycentriques

Py =1

—a+b+c a—b+c
2¢ T 2¢

P.={ ,0}

La distance 2 est égale a

(a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c)

2 2
— Jp? =

" 4 (a+b+c)
La distance 2 est égale &

2 g P2 = (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

4 (—a+b+c)

La distance 7“% est égale a

2= JP2 = (—a+b+c)(a+b—c) (a+b+c)

4 (a—b+c)
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La distance r2 est égale &

_(a+b+c)(a—b+c)(a+b+c)
¢ 4 (a+b—c)

La distance R? est égale &

a?b? c?

B =KA = (—a+b+c) (a+tb—c) (a—b+c) (a+b+c)

On a donc, en posant

A= (-a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

les relations

B A
"7 (a+b+c)
A
T 2 (Catbto)
B A
"=y (a—b+c)
B A
T 9 atb_o)
abce
=
donc
Yo+ 1y +Tce—1= dabeA =4R

(—a+b+c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)

9.4 Droites concourantes passant par des points classiques

Exercice 9.4.1
Soit un triangle ABC

A1 la droite joignant les pieds Hy et H. des hauteurs issues de B et C
Ay la droite joignant les points de contact K. et Ky du cercle inscrit avec (AB) et (AC)
As la droite joignant les pieds Jy et J. des bissectrices intérieures issues de B et C

Montrer que les droites A1, Ao, Ag sont concourantes ou paralléles.
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Solution:

Soit J le centre du cercle inscrit.

Dessin = {A, B,C, Hy, H., J, Jp, J.}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Hy, H., Jy, J., J.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a? + b — 2 —a? 4+ b? + 2

Hy ={=—p—0 T
H. — {a2 —2b622+ 62’ —a? —iz—i)j + 0270}
Jp = {GLH,O,QLH}

Je= (=0
J=1 a b c )

a+b+cat+tb+c a+b+e
Dessin = Dessin U{K;, K.} = {A,B,C, Hy, H., J, Jy, J., K, K.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, K.

La projection du point J sur la droite (AB) est le point K. de coordonnées barycentriques

a—b+c —a+b+c

Kc = )
{ 2¢c 2c

,0}
La projection du point J sur la droite (AC') est le point K} de coordonnées barycentriques

at+b—c —a+b+c
2b 0, 20 }

Ky, = {
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Dessin = Dessin U{l1} ={A, B,C, Hy, H., I1, J, Jy, J., Kp, K.}
Détermination du point I :

Soit Iy le point (HyH.) N (KpK.)=A1 N Ay. Le point I est composé.
Comme I € (HyH,), on a, en choisissant les inconnues v

—_— =

—
Ol =v1 OHy + (1 — 1/1) OH,

On déduit:

— — —

OI, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
-+ -+ + a2y -ty

2 b2 ¢2
—aZ ) (1 —
oy = OV ) 0
2c?
(—a® +0*+¢%) 1
a(3) = 252

Comme I; € (KK.), on a, en choisissant les inconnues

— — —
Ol = OKy + (1 — /Ll) OK,

On déduit:
— —
OI, =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
b(1) = ab—b>+bc—abu +b%pu +acp — A
N 2bc
(—a+b+0o) (1-m)
b(2) =
(2) 5
(—a+b+c)m
b =
(3) 5%
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
e (a=0b)b(a+b—c) _(a=b)(a+b—0)
-0 @-1- "MTwu-bv-0 -0
On déduit que:
I {a(—a+b+c) (a—c)(a—b+c¢) (—a+b) (a+b—c)
1 pu—

2bc ’ 2¢ (b—c) ’ 2b (b—c) }

Dessin = Dessin U{l,} ={A,B,C, Hy,H., I, 12, J, Jy, Jo, Kp, K.}
Détermination du point I :

Soit Iy le point (JpJ.) N (KpK.)=Asz N Ag. Le point I est composé.
Comme Iy € (JpJ.), on a, en choisissant les inconnues v

OIQ =1 OJb + (1 — 1/1) OJC
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On déduit:

— — —

—

Ol = c¢(1) OA+¢(2) OB+ ¢(3) OC
avec
a(a+c+brvy—cur)

V=T aro

c(2) = b(;;byl)
«(3) = acilc

Comme Iy € (KpK,), on a, en choisissant les inconnues fi;

e

— —_—
OI2 = U1 OKb + (1 — ,ul) OKC

On déduit:
— — — —
OI, =d(1) OA+d(2) OB+ d(3) OC
avec
ab—0>+bc—abu +b%p +acp —
d(l) =
2bc
d(2) (—a+b+c) (1— )
2¢c
_(—a+b+c)m
d(3) = 50

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

, :(—a+b) (a+b—c) (a+c) :(a—b) (a+b—c)
! 2b(b—c) c i (a—b—rc) (b—rc)
On déduit que:
I _{a(—a+b+c) (a—c)(a—b+c¢) (—a+b) (a+b—2c)
y =

2bc ’ 2¢ (b—c) ’ 20 (b—c) !

On a effectivement I; = I5, le parallélisme ayant lieu lorsque b = c.

9.5 Triangle podaire d’un point relativement & un triangle

Soit ABC un triangle et M un point du plan. Les projections orthogonales du point M sur chaque coté
du triangle déterminent trois points: le triangle formé par ces trois points est appelé le triangle podaire
de M (relativement au triangle ABC).
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Exercice 9.5.1
Soit ABC' un triangle et By et By les points de coordonnées barycentriques
a® b? b? 2 a® c?

a?b2+a2c24+0b2c2 a?b2 +a?c2+b%2c2’a?2b24+a2c2+ b2

BU:{ CQ}

a®c? a’b? b2 c? )
a?b?+a2c2+b2c2’ a2b2 +a2c2+b2c2’ a?b? +a2c? + b2 c?
(appelés points de Brocard). Montrer que les triangles podaires des points By et By relativement au
triangle ABC' sont semblables au triangle ABC'.

B = {

Solution:

Soient H,, Hy, H, (resp. Kg, Kp, K.) les projetés orthogonaux respectifs de By (resp. Bj sur les cotés
(BC), (AC), (AB) du triangle. Le triangle H,HyH,. (resp. K,KpK.) est le triangle podaire de By (resp.
By) relativement au triangle ABC.

Dessin = {A, B,C, By, By, Hy, Hy, H., Ko, K3, K.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont By, B1.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

La projection du point By sur la droite (BC) est le point H, de coordonnées barycentriques

(0 b2 (a2+b2+62) a?b? — b +2a22 + b2 2
"2 (a2 +a?+b2c2) 2 (aPb?+a?R+b2c3)

}

La projection du point By sur la droite (AC') est le point H} de coordonnées barycentriques

{2a2b2+a202+b2c2—c4 c? (a2+b2+c2)
2 (a2b2+a2c2+b02c¢2) 7772 (a2b? + a2 + b2 c2)

}

La projection du point By sur la droite (AB) est le point H. de coordonnées barycentriques

/ a? (a4 b* + ¢?) —a*+a?b? + a4 20% 2
2@ +a2+02c2)" 2 (a?b?+a?c+b2c?)

70}

La projection du point By sur la droite (BC') est le point K, de coordonnées barycentriques

{ 2022 +a’ P+ 22—t c? (a2+b2+c2)
T 2(a?2b?2+ a2 +b2c2) T2 (a2 + a?c? + b2 )

}

La projection du point B sur la droite (AC) est le point K} de coordonnées barycentriques

‘ a? (a® +b* + ¢?) —a' +a?b’ +a* P 207
2@ +a2+02c2)"7 2(a®b?+a?+b2c?)

}

La projection du point B sur la droite (AB) est le point K. de coordonnées barycentriques

{a262—b4—|—2a202+6202 b2 (a2+b2+02)
2@ +a?+02c2) "2 (@b +a?+b2c2)

0}
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Soit K > 0 la constante définie par
—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

4 (a2 b? +a? 2 + b ?)
On a directement H,H? = K2V?, K,K? = K?a?, HyH? = K22, K,K? = K?b?, H,H? = K?d?,
K.K? = K? 2. Les cotés de chaque triangle ont des longueurs proportionnelles aux réels a, b, ¢, donc les
trois triangles mentionnés sont semblables.

o

9.6 Formule de Pappus

Exercice 9.6.1

Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle et M un point de ce cercle. Montrer que le produit
des distances du point M a deux cotés non-consécutifs du quadrilatére est égal au produit des distances
du point M aux deux autres cotés mon-consécutifs de ce quadrilatere.

B

Solution:

Dessin = {A,B,C,D, M}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont D, M.

Avec des notations naturelles, on a

2
ccry
D= {zy——"2Y
{.y b2z +a?y
2
cC"Tr1Yy1
M:{'Ilayla_

b2 x1 + a’ iy
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

D= z (b z+ay) y (b*z +a’y)
o2 a a2y 4+ b2y —cay+ay?’ 2l +alzy+b2ay—Rry+ay?’
2
—zy

r2+alzy+blry—cry+a?y? }
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Mo z1 (P21 +ay) yi (Va1 +a?yr)
N {b2x12+a2x1y1+b2x1y1—02x1y1+a2y12’b2m12+a2x1y1+62x1y1—02x1y1+a2y12’
2
—C 1Y

b2x12+ a2z + 02111 — 2y yr + a2 yy?

La projection du point de coordonnées M sur la droite (AB) est le point de coordonnées barycentriques
T (2b2x1 +a’y; + b2y — chl)

(B?zi2+a?xiyr + 2y — Ariyn +a?y?)’
Y1 (a2x1 +022 —Ax+ 2a2y1)

2 (02212 +a?xiy + 02wy — A aryr +a?yi?)’

MI:{2

0}
La projection du point de coordonnées M sur la droite (C'D) est le point de coordonnées barycentriques

(b23:1+a2y1) (2b2x:1:1+a2x1y+b2x1y—02x1y+a2xy1+bQ:By1—CQ:ch1+2a2yy1)
222+ a’zy+bey—cry+a®y?) Pei?2+ iy + 02y — iy + a?yi?)
Y (b2x1+a2y1) (262xx1+a2x1y+b2x1y—czx1y+a2xy1+b2xy1 —c2xy1+2a2yy1)
2 (V2 +a2zy+blry—cAry+a?y?) (VPr2+a?ziy +02my — Ariy +a?y?)
Num(M>)
2 (P2 4+a?ry+bPry—Acry+a?y?) (Vo2 + a2z +b%2x1 0 —02x1y1—|—a2y12)}

xT
My ={

avec
Num, (M) = a*?z a2y — b zx 2y — P Eaaly+ad® b x2y? — b 2292 + 02 P % y?
— PPy 0Py -l +atrriyy —2d2 Py + bz yn
—3d*Fraiyyp -3V Crmyyp +2t emyy +dt vy’ y — PV iy — P Fayiy
A2yl + Ryl + 2yt —dt ey + P eyy?— a2 ey’
La projection du point de coordonnées M sur la droite (BC') est le point de coordonnées barycentriques
(b2 1+ a? yl) (a2 x1+ 022 —Axy+2a? yl)
202 (P x2+a’ziy+ P xiy — ey +a?p?)’
1 (a2b2x1 —bra + 02 x +aty —a? by —a2c2y1)
2a?2 (0212 + a2z + 022191 — A xiyr +a?y?)

M; = {0

}

La projection du point de coordonnées M sur la droite (AD) est le point de coordonnées barycentriques

Numz(M4)

M4:{2(b29€2+G2l‘y+b2$y—c2fﬁy+a2y2) (P x12 +a?ziyr + 0?1y — Ay +a?y?)
(b2x—|—a2y) Y1 (2b2:px1+a2x1y+b2$1y—02x1y+a2xy1—|—62xy1—CQxy1—|—2a2yy1)
T2+ atry+blry—ry+a?y?) (P2 +alriy 021y — Ariyr +a?yr?)
—(c2a:y1 (2b2:cac1+a2m1y+b2x1y—02x1y+a2xy1+62xy1—chyl—i—Qanyl))
2 (BRa2+a2zy+b2zy—cry+aly?) (BPxi2+aziy +02xiy — Axryr +a?yi?)
avec

Num, (My) =2 2?22 22 P ey +2bt ety — 200 P r Py +2aP b2 2Pyt + 2a2 0P 2P oy
+2a4:mslyy1 +a2b2xa§1yy1 +b4$x1yy1 —3a202x$1yy1 —2b202x331yy1 +c4:m:1yy1
+a4a:1y2y1 +a262x1y2y1 —a202x1y2y1+a2b2x2y12—b4:1:2y12+a202x2y12+2b202x2y12

—c4x2y12+a4xyy12 —azbzxyy12+a202wyy12
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La distance M M? a pour valeur

(@a—b+c)(a+b—c)c? (—a+b+c)(a+b+c) 2y’

2 _
MMy = 2.2 2 2 2 2.,2)2
4(b2x12 +a’x1y +02x1y1 — Pxiyr +a?yr?)

La distance M ]\422 a pour valeur

(—a—b+c)(a—b+c)(—a+b+c) (a+b+c) (b2x1+a2y1)2(—x1y+xy1)2
422+ a?zy+bPay—cry+ay?) (b2x12+a2:1:1y1—|—b2x1y1—02x1y1+a2y12)2

MM3 =

La distance M M?? a pour valeur

(—a+b+c)(a+tb—c)(a—b+c)(a+b+c)r? (b2x1+a2y1)2

MM =
3 da? (D212 + aaryr + b2 xryn — oy + ay?)’

La distance M M? a pour valeur

a? (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) yi®(—z1y+zy)

MM; =
Pamaltaay+Ray—Gry+ay?) (Pol+ a2 oy — Ao+ d?p?)’

Ces quatre expressions sont divisibles par

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
4a? (Pa?+ 2wy + P ay—Ery+a’y?) (P +a ey + Py — ey +a? y?)?

L’évaluation de l'expression MM3Z MM3Z — MM3 MMZ se ramene, a un facteur multiplicatif pres, &
I’évaluation de

(a2 a2 (62x2+a2xy+b2xy—c2$y+a2 yz) y12) <a2 (b2 z1 + a? y1)2(—x1y—|—33y1)2>
- (x12 (P*2*+a*ry+ ey —Fry+a’y?) (62x1+a2y1)2) (a4c2y12 (—x1y+a:y1)2)

égal a 0.

Exercice 9.6.2

Soient M un point appartenant au cercle inscrit a un triangle PQR et A, B,C les points de contact du
cercle inscrit avec les cotés du triangle PQR. Montrer que le produit des distances de M aux trois cotés
du triangle ABC' est égal au produit des distances de ce méme point M aux trois cotés du triangle PQR
des contacts.
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Solution:
Le point M appartient au cercle circonscrit I' au triangle ABC' et le triangle PQR est donc le triangle
tangentiel associé au triangle ABC. Le cercle inscrit au triangle PQR est donc I': soit K le centre du
cercle I'. Le tracé des trois tangentes au cercle I' issues des points A, B, C' définit le triangle PQR de
I’énoncé.
Dessin ={A, B,C, K, M}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont K, M.
Avec des notations naturelles, on a

Ay
bx+a’y
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M:{Sl?,y,— }

x (b2x+a2y)
2+ alzy+blxy—cry+ay?’
Y (b2x+a2y)
22+ a2zy+b2zy—c2ry+a2y?’
—zy
b2x2+a2xy+b2xy—cza:y+a2y2}
a? (a2 —b? —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
v? (—a® +b* — ?)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
c? (a2 + b? —02)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—f—b—f—c)}

M = {5

K = {
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La projection du point de coordonnées M sur la droite (AB) est le point M; de coordonnées barycentriques

v 202z +a?y+ b2y —Py) y (a®z+b*x—cPz+2d%y)
202224 a’zy+2ecy—cry+a®y?) 2 (2a?+alzy+ ey —cry+a’y?)

M; ={ 0}

La distance M M? a pour valeur

(a—b+c)(a+b—c)c? (—a+b+c) (a+b+ec)z?y?

MM? =
! 422+ a?zy+b2ay—ry+ a?y?)?

La projection du point de coordonnées M sur la droite (BC') est le point M de coordonnées barycentriques

(b2x+a2y) (a2x+b2x—02x—|—2a2y) x (a2b2x—b4x+b2023:—|—a4y—a2b2y—a262y)

M = {0, ;
2= 202 (VP22 +a?zy+b2ry—cry+a?y?) 202 (Va2 +a?zy+b2zy—cay+a?y?)

}

La distance M M2 a pour valeur

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) z? (b2$—|—a2y)2
4a2(P a2 +a?zy+ oy —Cry+a2y? )’

MM3 =

La projection du point de coordonnées M sur la droite (AC') est le point M3 de coordonnées barycentriques

(Vz+a’y) 20z +a?y+b2y—Py) y (—a?Pr+b'z - e —adly+ad®b?y+a?cly)

Ma =
3 {2b2 22?2 +a?zy+blry—zy+a?y?) 202 (P22 +?zy+bry—ry+a?y?)

La distance M M% a pour valeur

(a—b+ec) (a+b—c)(—a+b+c)(a+b+e)y? (62x+a2y)2
A2 (a2 +a2zy+b2ay — ry+ a?y?)?

MM3 =

1l résulte que M MZ M MZ M M2 a pour valeur

(—a+b+c)3(a+b—0)302(a—b+c)3(a+b+c)3x4y4(b2x+a2y)4

MM? MMZMM?2 = -
64a?b? (V22?2 +a?zy+b2xy—cry+a?y?)

Un point A; situé sur la perpendiculaire a (AK) passant par A est
Ay ={1+0* -2 b, *)
La projection du point de coordonnées M sur la droite (AA;) est le point P; de coordonnées barycentriques
20022 4+ 2%V xy + a? b2 y? — bry? +a? Py + 207 2y — ty?
202 (P22 +a?ry+b2ry— ey +a?y?)
y (2b%z +a’y+ b2y — y)
2 (B2x?+a2zy+b2zy—c2ry+ay?)
—y 20z +aPy+ by —Py)
202 (P22 +a?zy+b2ry—cry+a?y?)

P =

)

}
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La distance M P? a pour valeur

a?(—a+b+c)(a+b—c)c?(a—b+c)(a+b+c)y

MP? =
! AR (a2 +a?ay+ b2y —ry+a?y?)?

Un point Bj situé sur la perpendiculaire a (BK) passant par B est
By ={d*1-d®>+ 2, -}

La projection du point de coordonnées M sur la droite (BBj) est le point P» de coordonnées barycentriques
x (a2x+62x—c2az+2a2y)

2 (Va2 +azy+bioy—ccry+a?y?)’

(—a4x2 +a?2b? 2?4+ 2a? 2+ 2P a? — ta? +2a2b23:y—|—2a4y2)

202 (V22 +a?zy+b2ry—cry+a?y?)

—c2w(a2x+b2x—c2w+2a2y) )

2a2 (P22 +a?zy+b2ry—cry+a®y?)

P={

)

La distance M P22 a pour valeur

b (—a+b+ec)(a+b—c)c?(a—b+ec)(a+b+ec)a?

MP; =
2 10222 +a?zy+bPry—Cay+a’y? )’

Un point Cy situé sur la perpendiculaire & (CK) passant par C' est
Ci = {—a2, bz, 14+ a? — b2}
La projection du point de coordonnées M sur la droite (C'C1) est le point P3 de coordonnées barycentriques
(VP z+a’y) (VP —bra+ b Pr+aty—a®b’y—a®?y)
2022 (P22 +a’zy+b2zy—cry+a’y?)
— (VPz+ay) (@®Vz—bz+ b Fr+aty—a®b?y—a’Pty)
2022 (VP2 +a?zy+b2zy—cry+a®y?)
202022 (V2?2 +a’xy+ b2y —cry+a’y?)

)

Py ={

9

avec
Num,(Ps) = —a*b*2? +2a% 0522 — b8 2® + 0?0 22?2 + 00 2 2? —2a° VP zy +4a' oy — 2620 xy

+2a4b2c2xy+2a2b4c2$y—2a2b264xy—a8y2—|—2a6b2y2 —a4b4y2+a662y2+a4b262y2
La distance M P32 a pour valeur

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (BPx+aly)’
4a2022 (B2 +a?zy+b2zy—Czy+a2y? )’

MP; =

1l résulte que M PZ M P§ M P? a pour valeur

(—a+b+c¢)P(a+b—c)’E(a—b+e)(a+b+e)aty! (b2x—|—a2y)4
64a2b2 (0222 +a2zy+b2zy —Cry+a2y? )°

MP2MPZ MP? =
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9.7 Projections et cocyclicité

Exercice 9.7.1

Soient quatre points A, B,C, D appartenant ¢ un méme cercle, Ay (resp. Bi) la projection orthogonale
de A (resp. B) sur la droite CD, Cy (resp. D1) la projection orthogonale de C' (resp. D) sur la droite
AB. Montrer que les points Ay, By, C1, D1 sont cocycliques.

Solution:

Dessin ={A, B,C, D}
Avec des notations naturelles, on a

AXY )
X +a2Y

D={X,Y,~

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont D.
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

X (B*X +a?Y)
R2X24+a?2XY+02XY —c2XY +a2Y?’
Y (b X 4+ a*Y)
R2X24+a2XY+02XY —c2XY +a?2Y?’
—2XY
P2X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y? }

D= {
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La projection du point A sur la droite (CD) est le point A; de coordonnées barycentriques

X 20X +a*Y +b0*Y — 2Y)
(B2X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y2)’
Y (202X +a?Y +b0°Y —2Y)
2P X2+ XY +02XY -2 XY +a?Y?)
Y (aQX—bzX—02X+a2Y—b2Y+02Y)
2 (b2X2+a2XY+b2XY—c2XY+a2Y2)}

A1:{2

La projection du point B sur la droite (C'D) est le point B; de coordonnées barycentriques

X (@*X+0X-c?X+2aY)
(PX24+a?XY +02XY —2XY +a?Y?)’

YV (a*X+0*X -2 X +2a’Y )
2(PX2+a? XY +02XY —XY +a?Y?)
X (- X+ X +2X —ad’Y +0*Y - 2Y)
2VX2+a?2XY +02XY -2XY +a?Y?) }

31:{2

La projection du point C' sur la droite (AB) est le point Cy de coordonnées barycentriques

a?—b2 4+ —a?+ b2+ 2

Gr=A 2 ¢? ’ 22

,0}
La projection du point D sur la droite (AB) est le point Dy de coordonnées barycentriques

X 20X +a’Y +b*Y — *Y) YV (X +0°X - X +2aY )

Dy = 0
! {2(b2X2+a2XY+bQXY—c2XY+a2Y2)’2(b?X?+a2XY+b2XY—c2XY+a2Y2)’}

Equation du cercle passant par les points Ay, By, C4
Le centre M = {z,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier M A? — MB? =0 et MA? — MC? = 0, soit

—a’X -3V X+X -3a’Y - VY +Y +y 2a* X +20° X -2 X +44°Y)
+a (402X +2a°Y +20°Y —2Y) =0
APX VX -AEX+aY —ad??Y —2a22Y - EFY +4Y
+y (22?0 X +20* X — 202 X —2a*Y +2a*b°Y + 24 ?Y)
+z (202X +20' X 4202 X —2a'Y +2a° VY +4a° Y + 202 Y —2c'Y) =0
chacune de ces équations ayant été simplifiée par le facteur
X -VX-AX+a®Y -bY +3FY
La résolution de ce systeme linéaire donne

202X +a®Y +0°Y —2Y) (*PX -0 X +a? X +20 X — A X +a'Y —a?b?Y +a* Y
€Tr =

2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) PPX2+a2XY +02XY —c2XY +a’Y?)

(a2X+bQX—02X+2a2Y) (a2b2X—b4X—b202X+a4Y—aszY—2a202Y—b2c2Y+c4Y)

v= 2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX24+a2XY +2XY —c2XY +a?Y?)
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Les coordonnées du centre du cercle sont ainsi
262X+a2Y+b2Y—02Y) (a2b2X—b4X+a202X+2b202X—c4X—i—a4Y—a2b2Y+a2c2Y)
2(—a+b+c)(atb—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX24+a?2 XY +02XY —-c2XY +a?2Y2)
(X +0X —AX+2a*Y) (a®VPX -0 X —0*AEX +a'Y —a?b?Y —2a° Y =02 2Y + YY)
2(a—b—c)(a+b—c)(a=b+c)(a+b+c) (BPX2+a2XY +02XY —-2XY +a?Y?) ’
(a2X—bQX—CQX—i—aQY—bQY—i—cQY) (a2b2X—b4X+b202X+a4Y—a2b2Y—a202Y)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BPX2+a?2 XY +02XY -2XY +a?Y?)

!

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

- 202 (2 X =X —AEX +a2Y —2Y +A2Y)?
" 4 (—a+b+tc)(atb—c)(a—b+c)(a+tbtc) (BPX2+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?)

Un point M = {z,y,1 — x — y} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre
est égale a cette valeur, soit

0=2a? X242 X2 202 X2 - 2?22 X2 — 60 e X2+ 202 Ao X2+ 40122 X2 —4a? b2 X2y
— A X2y + AP Xy + 4P P e Xy + 40 e X2y — 4P e X2y + 4P X2+ XY 46420 XY
+0XY 223 XY 202 XY 4+ XY —2a* 2 XY —10a% 0?2 XY —4b* 2 XY +4a®> P2 XY
+602zXY -2 2 XY +4a2 0?22 XY +402 22 XY -4 P22 XY —4a* X yY — 10622 X yY
2V Xy Y 462Xy Y +402 A XyY -2 XyY +4a* 2 XyY +8a’° P e X yY +4b X yY
—8a’xXyY -8 e XyY +4ct e XyY +4a* X2 Y +4a® 2 X2 Y —4a?> A X 2 Y +2a*Y?
+2a20?Y? —2a2PY? —4a2Y? —4a? 0P 2 Y2 + 402 A Y2+ 420222 Y? —6atyY? — 24202y Y?
+2a2PyYi+datzyY? +4a 0P xyY? —4a’ PaxyY? +4at 2 Y?

Le point M = D; convient.

La réciproque se démontre de la méme facon.

Exercice 9.7.2 difficile sans l'inversion

Dans un triangle ABC, on considére le cercle tangent en Py et Py auz prolongements des droites (AB),
(AC) et tangent au cercle circonscrit a ABC. Montrer que le milieu du segment [P P] est le centre J,
du cercle exinscrit dans ’angle A.
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Solution:

Soit K le centre du cercle circonscrit & ABC. Nous choisissons un point D = {XY, 192_)0(2%} sur le
cercle circonscrit et un point M sur la droite (K M), M étant le barycentre de {(K, k), (D, (1 —k))}. La
projection P; (resp. P») de M sur la droite (AB) (resp. (AC)) doit satisfaire PyM? = P,M? = DM?2.
Ces conditions nous permettent de déterminer les coordonnées barycentriques de M.

Dessin ={A,B,C, D, J,, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, K, J,.

Les coordonnées barycentriques des points composés D, J, sont:

X (*X +a%Y)
X2+ XY +02XY -2XY +a?Y?’
Y (b X 4+ a?Y)
X24+a2XY +02XY —c2XY +a2Y?’

D= {

—2XY !
PX24+a2XY+02XY —-c2XY +a2Y2
—a b c

Ja: ) )
{—a+b+c —a+b+c —a—l—b—l—c}

Dessin = Dessin U{M} = {A,B,C,D, J,, K, M}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont M.

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé M = { Deflf‘(lM), Deyn]‘(”M), Deizj\gM)} avec

ey =atb? X2 282 X2+ 05 X2 24202 P X2 20 P X2+ P A X+ PV kX2 — O kX2 +a? 0 Pk X
+200 kX2 Ak X2+ a° XY 24P XY 4?0 XY -2 XY - 282 P XY + a2 A XY
+2a* kXY =220 kXY 422 kXY +aSkY? —a* P kY2 —a* P kY?

yv = —a2 b EX2 kX2 - Pk X2+t P XY 282 XY 405 XY — 2820 A XY — 202 XY
+ 02 AXY =20 Pk XY 4220 kXY 4222 kXY +a8 Y2 - 242 02 Y2+ a2 04 Y2 — 24 2 Y2
— 282 AY + a2 AY - kY 4+t 0P kY? 420t A hkY2 4 2P kY — Pt kY?
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o= (a2 P kX -V EX? P PEX? ' XY 42022 XY b XY 4202 XY 42022 XY - XY
—4a®V kXY —d' kY2 —d? VP EY? + a® 2 kY?)

Den(M)=(a—b—c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (62X2—|—a2XY—|—b2XY—02XY+a2Y2)

Dessin = Dessin U{P, P} = {A,B,C, D, J,, K, M, P, P>}

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

2P X2+ P EX? -’ XY - VXY +2XY —a’kY?
2(=02X2—-a2XY —-2XY+2XY —a?Y?) ’

kX2 -’ XY -V XY +XY -2a?Y2+ad?kY? 0}
2(-02X?2—-a?2XY -0 XY+E2XY —a?Y?) ’

P =1

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques
P, ={
204 X2 — b kX2 + 3020’ XY + VAXY — 2P XY — 26202k XY 4 a'Y? + a?b?Y? — a?c?Y? — a*kY? + a?cPkY?
262 (02 X2 + a?XY + 2XY — 2XY + a?Y?)

707
b4l<:X2—a2b2XY+b4XY—bQCQXY+2a2b2kXY—a4Y2+a2b2Y2+a202Y2+a4kY2—aQCQkYQ}
202 (X2 4+ a2 XY +02XY —c2XY +a2Y?2)

La condition M P} — M D? = 0 implique
0=(VkX*+a®XY +2abXY +V°XY - XY —2abkXY +a*kY?)
(PEX?*+a* XY —2abXY +0* XY - XY +2abk XY +a*kY?)
La solution de

VEX? 4+ XY+ XY —A2XY £2abXY —2(+)abk XY +a*kY?=0

fournit
—aQXY—bZXY—i—chY—Q(:l:)abXY

= PX2-2(£)abXY +a2Y?

La condition M P§ — M D? = 0 devient

0=(2ab’X —2b%cX £20° X +a®Y —ab’Y —2a°cY +ac’yY)

(2ab* X +20%cX £ 20°, X +a®’Y —ab®Y +2a°cY +ac®Y)

Traitons la situation

200X —20°cX £20° X +a°Y —ab’Y —2a°cY +acY =0
On obtient alors
-2 (ab*X —b?*cX £ b X)

a(a®—b—2ac+ c?)

Y:
d’ou on déduit
2(a—b—c)(a+b—c) (a—cxb) (a®+b*—c* +£2ab)

k=
a(a?+b2—2ac+c® +£2ab—2(=£)be)?
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et on obtient ainsi
(a® +b? — ? + 2(£)ab) (a* — b* — 2a3c + 2ab?c + 26%c? + 2ac® — ¢* + 2a%b — 2(£)ab® — 2(+)abc?)
(a—b+c)(a+b+c) (a2+b02—2ac+c £2ab—2(%)be)?
4b?c (a—c+b) (a®> +b* —c* £2ab)

(a—b+c) (a+b+e) (a2+b02—2ac+c2 £2ab—2(£)be)?
—4bc® (a—c +£b) (2ab £a® £b* — (+)c?)
(a—b+c)(a+b+e) (a2+b02—2ac++2(£)ab—2(x)be)?

Explicitement, les points M et M™ possibles sont
a®+a’b—ab®> -0 —a’c+2abc—bc—ac® +bc+c3
(a+b—c)? (a—b+c)
—4b%c 4bc?
(—a+b—c) (a+b—c)? (—a+b—c) (a+b—c)?
3_a?b—ab’> 4+ b3 —a’c—2abc—bPc—ac®—bP+c?
(a—b—¢)* (a+b+c)
4% ¢ 4bc?
(—a+b+e)® (@a+b+c) (—a+b+c)’ (a+b+0)}
Il nous reste a analyser 1’équation

20 X +20%c X +20> + X +a®Y —ab’Y +2a%cY +aY =0

)

M= {

}

)

M ={

}

M=

)

Le méme calcul permet d’obtenir
2(a—b+c)(a+b+c) (a+ec+tb) (a®+b?—c?+2(+)ab)
a(a?+b2+2ac+c2 +2ab+2bc)

et deux possibilités pour le point M, soit
ad+a’b—ab®> -0 +a’c—2abc+bc—ac®+bP -3
(a—b—c) (a+b+c)?

4% ¢ 4bc?
(—a+b+c) (a+b+¢)* (—a+b+c) (a+b+c)
ad—a’b—ab?+ b3+ a’c+2abc+b’c—act—bc? -3

(a+b—rc) (a—b+c)?

—4b%c 4bc?

(—a+b—c)* (a+b—c) (ma+b—c)* (a+b—c)

)

M={

}

M = {

i

}

déja obtenues.
Dessin = {A,B,C, D, J,, K, M, Py, P>}
ad+a’b—ab®> b —a’c+2abc—bPc—act+b+c
(a+b—c) (a—b+c)
—4b%c 4bc?
(—a+b—c) (a+b—c)?* (—a+b—c) (a+b—c)?

M ={

)

}
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La projection du point M sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

—a+b+c —2b

P p—
! {—a—b—i-c’—a—b—i-c’

0}

La projection du point M sur la droite (AB) est le point Py de coordonnées barycentriques

at+b+ec —2c
707
a+b—c Ta+b—c

Py ={ }
Dessin = Dessin U{I} ={A,B,C,D,I,J,, K, M, P, P»}

Soit I le milieu de [P} Ps).

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont 1.

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

a b —c
a+b—c’a+b—c’a+b—c}
Ce point ne convient pas, la droite joignant le point C' & ce point coupe (AB) en un point intérieur au
segment [AB], ce qui est exclu dans le contexte de I’énoncé.
Dessin = {A,B,C, D, J,, K, M, Py, P»}
Dessin = Dessin U{M*} ={A,B,C,D,I,J,, K, M, M*, P, P,}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont M*.
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

1=

ad—a’b—ab®>+b>—a’c—2abc—bc—ac?—b*+ ¢
(a—b—c)* (a+b+c)
4% ¢ 4bc? !
(—a+b+c¢) (a+b+c) (—a+b+e)? (a+b+c)
Dessin = Dessin U{P}, P;} = {A,B,C,D,I,J,, K,M,M* Py, P}, Py, P}}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont Py, Py'.
La projection du point M* sur la droite (AB) est le point P} de coordonnées barycentriques

M = {

Y

—a—b+c 2b

P =
1 {—a+b+c’—a+b+c’

0}
La projection du point M* sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

—a+b—c 2¢
707
—a+b+c —a+b+c

Py ={ ¥
Dessin = Dessin U{I*} ={A,B,C,D,I,I*, J,, K, M, M*, P, P}, P», Py}
Soit I* le milieu du segment P;P5].

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont [*.
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On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

—a b c
—a+b+c —a+b+c —a+b+c
Ce point est le centre du cercle exinscrit.

I =

}
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CHAPITRE

10

Théoreme de Pascal

10 Théoréeme de Pascal

10.1 Un théoréme de Pascal abstrait

Exercice 10.1.1
Soit ABC' un triangle, M; un point de coordonnées barycentriques {X;,Y;, Z;} pour i = 1,2,3. Soient
Py le point (BMy) N (CMs3), Py le point (AM1) N (CMa), Ps le point (AM3) N (BMs). On pose

oy — (X1 XV Yo+ X1 XoV1Y3 - X Y1 Yo Z1 + X1 Yo Y3 Zy) (Y3 2o + Xo Z3 + Zy Z3)
Ys (XoV1+ Y1 Yo+ Yo Zy) (—X1 X320 — X321 Zo+ X1 Xo Z3 + X1 Z2 Z3)

b — (X1 XaV Yo+ X1 XoV1 Y3+ Xo Xa Y1 2y — X1 X3YoZy) (YaZo+ Xo Z3 + 2 Z3)
2 (X2Y1+HYé+Y221) (—X1X3Y3ZQ+X1X2Y3Z3—|—X2X3Z1 Zg—XlX'g,ZQZg)
ks = (XoXsY1 — X1 X3 Yo+ Xs V1Yo — X1 Yo Y3) Zy (YsZo+ Xo Zs + Zy Zs)
(XoYV1+ V1Yo + Yo 21) (X3Y32Z1 Zo+ Xo X371 Z3 — X1 X3 Zp Z3 — X1 Y3 Zo Z3)
On suppose que ki, ko, ks sont définis et que k1 = ko = k3. Montrer que les points Py, P, Py appartiennent

a une meéme droite et que l'on a l’égalité P1Po = k1 P Ps.
Montrer que la condition équivaut a

0=XoXsY1Y321 75— X1 X3YoY32120 — Xo X3Y1Y2 21 Z3
+ X1 XoYo Y321 23+ X1 X3Y1YoZo Z3 — X1 XoY1Y325 Z3

lorsque k1, ko, k3 sont définis.

Une formulation différente est

1 1 1 1 1 1
X YaZs  XaViZe  XaVaZi X VsZa  XaViZs | X3Ya i
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A M, P,

Solution:

Dessin ={A, B,C, My, Ms, M3}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, My, Ms.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

YR ¢ i 5,
LA M4 2 X N+ 24 X N+ 4
X Y- 7
A4é = {)( }3 ’ 2 3 2 }
20+ Yo+ 2y Xo+ Yo+ 2y Xo+ Yo+ 25
X Y- Z
A43 = {)( y? ’ 5 5 5 }
3+Ys+ 23 Xg+Ys5+ 23 Xs+Yz+ 23

Dessin = Dessin U{P;} = {A, B, C, My, My, M3, P}
Détermination du point P :

Soit Py le point (BM;y) N (CMs). Le point P; est composé.
Comme P; € (BM), on a, en choisissant les inconnues v;

OP1 =" OB + (1 - Vl) OM1

On déduit:

avec

i(1)= (1—V1) Xl
X1+ +24

i(2)— nXi+h+un 2
X+ 2z
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1-— Z

@)= L) 4
Xi1+YV1+ 2,

Comme P; € (C'Ms3), on a, en choisissant les inconnues i

_— =

OP1 = M1 ocC + (1 — /,Ll) 0M3

On déduit:
OP, =j(1) OA+3(2) OB+ j(3) OC
avec a ) X
. — H1) X3
j(1) = 23
X3+ Y5+ Z3
. 1—p1)Ys
J(2) = o)
X3+ Y5+ Z3
i(3) = p1 X3+ p1 Yz + Z3
X3+ Y3+ Z3
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
X314+ X1Y;5 X321 — X123
g 1

T X, X3+ X, Ys+ X3 74 T X, X3+ X Y+ X3 7,

On déduit que:

X1 X3 X1Y3 X374

P - ) b
S O AN GRS O0/ Ll OB PN GR TS O AL O G eR T o 2

}

Dessin = Dessin U{P} = {A, B, C, My, My, M3, P;, P>}
Détermination du point P :

Soit Py le point (AM7) N (C'Mz). Le point Py est composé.
Comme P, € (AM;), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OP, =11 OA+ (1 — 1/1) OM;

On déduit:
— — — —
OPs = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC
avec
k(l):X1+V1Y1+V1Z1
Xi+Y1+ 2,
(1—V1)Y1
k(2) = —————F——+
@) Xi1+Y1+ 21
(1—V1)Z1
k(3) = = ) 21
®) X1+ + 2,

Comme P, € (CMs), on a, en choisissant les inconnues pq

OP, = 1y OC’—{—(l—,ul) OM,

F

On déduit:

— —

OP, = (1) OA +1(2) OB +1(3) OC
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avec ) x
l(l) — ( - /.Ll) 2
Xo+ Yo+ Zo

1-— Y

12) = (1—p) Ys
Xo+ Yo+ 2o

1(3) — M1X2+/’L1}/2+ZQ
Xo+ Yo+ 2o
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
X1 —-X1Ys YoZi — Y1 Z
n H1

T XY+ a1+ Y5 7 T XoYi + a1+ Y5 7

On déduit que:

XoY Y1Ys Y2 Zy

P, = ; 5
S oS I 78 A T ALl s TR 1 e T ALl o e v T

Dessin = Dessin U{P3} = {A, B,C, My, My, M3, P, P, P3}
Détermination du point Ps :

Soit Pz le point (AM3) N (BMa). Le point P3 est composé.
Comme P3 € (AM3), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OP3 =1 0OA + (1 — 1/1) OM3

On déduit:
— — — —
OP; = m(1) OA + m(2) OB + m(3) OC
avec
m(1) = X3+ Ys+uv Z3
X3 +Ys3+ Z3
(1 — 1/1) YE),
9) = - I3
"= XY 1 2
(1—11) Zs
3) = I
") = XVt 7

Comme P3 € (BM3), on a, en choisissant les inconnues i

—_— =

-
OP; = 1 OB + (1 — ,ul) OM,

On déduit:
— — — —
OP; =n(1) OA+n(2) OB +n(3) OC
avec . ¥
’I’L(l) _ ( _Ml) 2
Xo+ Yo+ 2y
Xo+ Y- Z
n(2) = w1 Xo + Yo + 1 Zo
Xo+ Yo+ 2y
n(3) _ (1 — :ul) 22
Xo+ Yo+ 2o
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La résolution du systéme linéaire d’inconnues v donne
1, M1

_ — X329+ X9 Z3 _ Y3725 — Yo Zs
YaZo+ Xo Zs+ ZoZs VT Y Zy + Xo Zs + Zy 23

141

On déduit que:

X2 Z3 Y3 ZQ ZQ Zg

P = ; 5
’ {Y322+X2Z3+2223 Y320+ XoZ3+ Zo 23" Y3 2o+ Xo Z3 + Zo Z3

—_—
Calculons le vecteur P;P,. On a:

—

= — —
PP = 0(1) OA + 0(2) OB + 0(3) C

avec
X XYoo+ Xi XoV1Ys+ Xo Xag V120 — Xy X3 Yo 2y

o(l) =
(1) (X1 X3+ X1 Y3+ X372 ) (XeV1+ Y1 Ya+YaZ))
0(2):X1X3Y1Y2—X1X2Y1Y3+X3Y1Y2Z1—X1Y2Y3Z1
(X1 Xs+ X154+ X37)) (XoVT +YYa+YaZ))
o(3) = — (X XaV1+ X1 XsYo - X V1Yo + X1 Yo Y3) 2

(X1 X3+ X1 Y3+ X372 ) (XeV1+ Y1 Ya+YaZ))

—
Calculons le vecteur P;P3. On a:

— —

PPy = p(1) OA +p(2) OB + p(3) O

avec
L Xh1 X3 Y3 2o+ Xq Xo Y323+ Xo X3 20 Z3 — Xy X3 29 Zs

1) =
p(l) (X1 X3+ X1 Ys + X3 Z1 ) (Ys Zo + Xo 73 + 25 73 )
p(2) = Y3 (X1 X3 Zo+ X321 Zy — X1 Xo Zs — X1 Zo Z3)
(X1 X3+ X1Ys+X321) (YsZo+XoZs+ 2273 )
p(3) = —X3Y321 720 — Xo X371 Z3+ X1 X322 723+ X1Y375 73

(X1 Xs+X1Ys+ X321 ) (YsZo+ XoZs+ 22 Z3)

— —

Les vecteurs Py P et P; P3 sont colinéaires si et seulement si les coefficients o(1), 0(2), 0(3) et p(1),p(2), p(3)
sont proportionnels. Or k; = o(i)/p(i) pour i = 1,2, 3: il résulte la conclusion énoncée.

Les factorisations de k1 — ko et k1 — k3 contiennent toutes deux, au numérateur, le facteur

XoX3Y1Y321 25 — X1 X3YoY321 25 — Xo X3Y1 Yo 21 Z3
+ X1 XoYo Y321 23+ X1 X3 Y1 Yo 2o Z3 — X1 Xo Y1 Y325 73
et les autres facteurs intervenant au numérateur et au dénominateur de ces factorisations sont les facteurs
présents dans les dénominateurs de k1, ks, k3: ils sont donc non-nuls lorsque k1, ko, k3 sont définis. L’égalité

k1 = ko = k3 est ainsi équivalente a la nullité de ’expression précitée. En divisant cette expression par
X1 Xo X3Y1Y5Y3 7y Zs Z3, on obtient la seconde condition formulée en termes de fractions.
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10.2 Théoreme de Pascal pour une conique

Exercice 10.2.1
On suppose dans 'exercice précédent qu’il existe des constantes «, B1, (B2 tels que l'on ait
actX,Y;
V25 X+ a2 B Y;

Z; =

pour i = 1,2,3. Alors, lorsque les coefficients ki, ko, ks sont définis, les points Py, Py, P3 sont sur une

meme droite et on a
L PAXi+a?BYs N
1 2 B, X3 D

avec l’expression

N VPhXo Xz 4+ XsYa+tad®BhXgYo—adXzVo+a*5YaYs
D hX1Xo+d?0XoY1+020 X1 —ac X1Ya+a? (Y1 Vs

Solution:

La condition
0=Xo X3Y1Y321 29— X1 X3YoY321 29 — Xo X3Y1Yo 2123

+ X1 XoYoY3 21 Z3 + X1 Xg Y1 Yo 2o Z3 — X1 Xo Y1 Y329 Z3

est vérifiée. Le calcul donne alors la valeur indiquée pour k.
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10.3 Le théoreme de Pascal pour le cercle

Exercice 10.3.1
Sur le cercle circonscrit a un triangle ABC, on place des points My, Ms, M3 de telle sorte que les six

points A, B,C, My, Mo, M3 soient distincts. Montrer que les cotés opposés se coupent deux o deux en
ligne droite (on posera Py = (BMy) N (CMs), P, = (AM;) N (CMa), Ps = (AM3) N (BMa)).

—_ _—
Exprimer le rapport de proportionalité entre les vecteurs PPy et Py Ps, les distances P1P22 et P1P32 en

fonction des coordonnées barycentriques des points M;, i =1,2,3.

Nous détaillons volontairement le théoreme de Pascal dans le cas du cercle

g
I
[
[

Solution:
Dessin = {A, B,C, My, My, M3}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, My, Ms.

On a directement les descriptions des points composés:

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page

172



Chapitre 10 Théoréme de Pascal La géométrie euclidienne par I'informatique I

X1 (V¥ X1 +a*1)
RX2+a2 X1 Yi4+02 XY —2X Y1 +a2y?
Y1 (b2X1—|—a2Y1)
RX2+a2X V1 +02X1Y—2X Y +a2v; 2
02X1Y1 }
RX2+a2X1Yi+02X1Y—2X1 Y] +a2Y;?
Xo (b2 X2+a2 )/2)
X2+ a2XoYo+b2XoYo — 2 XY+ a?Yo?'
Y, (bQXz—i-aQYQ)
X2 +a2Xo Yo+ 02 Xo Yo — 2 X0 Yo +a2Ys?
62X2Y2 }
b2 Xo? + a2 Xo Yo+ 02 Xo Vo — 2 Xy Yo + a2 Y2
X3 (b2 X3+a2 )/3)
b2 X52 +a2 X3 Ys+ 02 X3 Y3 — 2 X3Y3 + a2 V32
Y3 (b* X5 + a® V3)
X532 +a2 X3 Y3+ 02 X33 — 2 X3Y3 + a2 V32
C2X3YE), }
b? X3° 4+ a® X3 Y3+ b2 X3 Y3 — 2 X3 Y3 + a2 V3°

My = {

My, = {

M; = {

Détermination du point P :
Soit P; le point (BM;y) N (CMs). Le point P; est composé.
Comme P; € (BM), on a, en choisissant les inconnues v;

_— s =

—
OP;, =11 OB+ (1 — 1/1) OM;
On déduit: ) )
1—11) X7 (b° X1+ a*Y;
R Gt Vo S M U Rt (Y R 7
b2X1 +CL2X1Y1+b2X1Y1—02X1Y1—|-CL2Y1
52V1X12+52X1Y1+G2V1X1Y1—02V1X1Y1+a2Y12O—B>
X 24+a?2X Y1 +02X1Y] -2 X1 Y] +a?Y?
C2 (1 — Vl) X1 Y1
—b2X12—a2X1Y1—b2X1Y1+c2X1Y1—a2Y12

Comme P; € (CMs), on a, en choisissant les inconnues i

+ oC

_— =

—_—
OP1 = U1 OC + (1 — ,U1) OM3

On déduit: ) )
— 1-— X3 (b X Y-
OP, — i (1—p1) X3 (b* X3+ a?Y3) i oA
b2 X3* + a2 X3Y3+02X3Y3 —c2X3Y3+a?Ys
(1—/1,1) Yg (62X3+a2Y3) O—B>

+
b2 X324+ a2 X3Y5+ b2 X3Y3 — 2 X3 Y3 + a2 Y32
by X32 — 2 X3 Vs +a? iy X3 Vs + b2 g X33 + a? g Y2 oC
B2X32 a2 X3Ys + 02 X3Y5 — 2 X3Y3 + a2 Y32
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La résolution du systéme linéaire d’inconnues v donne
1, M1

(V* X1 +a? Y1) (—X3Y1 + X1 Y3)
V1 =
PTOXT (B2X X + 02X Y5 — Y1 X5 + a2Y) X3 + a2Y;Ys)

b2 ¢? X3 (—Xg Y1+ X1 YE;)
(b2 X3 +a? YE),) (b2X1X3 + 02X Y3 — 2Y1 X3 + a?Y1 X3 + (I2Y1Y3)

p =

On déduit que:
X3 (b* X1 +a’ Y1)
bQX1X3+a2X3Y1—02X3Y1+62X1Y3+a2Y1Y§’
(X, + Vi) Vs
bQX1X3+a2X3Y1 —02X3Y1—|—b2X1Y3+a2Y1Y3’
—? X3V,
62X1X3+a2X3Y1—c2X3Y1+bQX1Y3+a2Y1Y3}

P={

De méme
Xy (X1 +a® Y1)

bQX]_XQ"_CLQXQ}/]_+b2X1}/2—CQX]_§/2+CL2§/]_Y27
(b X1+ a*Y7) Vs
X1 Xo+a?2XoV1+02 X1 Y -2 X 1Yo +a2Y1 Vs’
—2X1Ys
b2X1X2+a2X2Y1+b2X1Y2—02X1Y2+a2Y1Y2}

P={

De méme
X3 (b X5+ a?Y>)

Xy X3 +a?X3Yo+02X3Ys — 2 X3Yo+a?YoYs
Y, (b2 X3+CL2 Y:O,)
VXoXs+a?X3Yo +02X3Ys — 2 X3Ya+a?Ya Y3’
—2X3Ys
52X2X3+a2X3Y2+52X3Y2—02X3Y2+a2Y2Y3}

On a directement, par I’exercice précédent

Py ={

(P X1+a?Y)) (P Xo X3+ a>X3Yo + 02 X3Ys — 2 X3Ys +a’ Y Y3) 5
P2Xs (PX  Xo+ a2 Xo V1 + 02X Yy — 2 X1 Yy +a2Y] V) 1

—_—
PP =

La distance P P? est égale &
A (P X1 +a®Y; ) n
d*

PP} =
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avec
=02 X2 X212 — P Xy Xo X321 Ve + 04 X1 Xo X532V, Vs

— VX1 X X321 Y —at Xo X352 Y12 Yo + a? 02 X0 X352 Y12 Yy
+2a2P X X32 V2V + 02 X0 X32 V12 Y, — ¢t Xy X352 V12 Y,
+ a2 X2 X352 Y5? + a* X1 X532 Y1 Ya? + b1 X X352 Y Vo2
—2a° X1 X521 Y22 — 202 Xy X352 Y Yl + ¢ Xy X532 Y Va2
+a’ b X3? Y1 Yo" + 0”0 X1 Xo® X3 Y1 Vs — b X1 Xp® X3V V3
X1 X2 X3 Y1 Va4 at X2 X3 Y12 Y5 — a2 b2 X2 X3 Y12 Y3
2P X2 XYY —a? P X2 Xo X3 Yo Vs — 0P X12 X0 X3 Y5 Vs
F0P P XP Xo X3 Yo Y —a' X1 Xo X3 V1Yo V3 — 207 b° X1 Xo X3V1 Vs Vs
X X XYY+t X1 Xo XV Yo Vs —at Xo X3Y12 Y, Vs
— PP X X3 V2 Yo Ys+a? A Xo XsVi2Ya Vs + a2 02 X2 X5 Y52 Vs
X2 X3 Yl Y3+ a2 P X2 X3 Yol Vs + 202 2 X2 X3 Y52 Vs
— A X2 XY Vs +at X X3 Y Vo2 Vs —a? b2 X X3 Y, Va2 Vs
—a? X X3 V1 Y2 Vs + 01 X2 X02 Va2 + 24 0% X X52 Y, V2
+a' X Y1?Ys® — a? b X1 2 X Yo VP + 0 X1 % Xo Vs V3®
X2 XYY —dt X1 Xo V1 Ya Va2 + a2 b X1 Xo V1 Y, Va2
a? > X1 Xo V1 Yo Y32 4 a? ¢ X112 Va2 Y32
et
= (X Xo+a> Xo Vi + 02 X1 Vs — 2 X1 Yo+ a2 V1 Y2)
(P X X+ a2 XYy — A XV 02 X, Vs + a2V, Y3)

La distance P, P? est égale a

avec
= (P X Xz +a® X3 Vi — A Xs Vi + 02 X, Vs +a’ Y1 V)

(P XX+ a2 X3 Yo+ B X Yo — 2 X3 Ya + a2V V)
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CHAPITRE

11

Introduction aux coniques
11 Introduction aux coniques

Ce chapitre ne constitue qu’une introduction aux coniques, de nombreux thémes classiques propres a ces
courbes n’y sont pas développés.

11.1 Equation générale d’une conique passant par A, B, C'

Exercice 11.1.1
Soient ABC un triangle, (1, B2 deux réels non-nuls et § l’ensemble des points M de coordonnées barycen-
triques {x,y,z} satisfaisant ’équation

alyz+lry+b?firz=0

On se propose de démontrer que § est ’équation générale d’une conique non-dégénérée passant par A,
B, C.

1. Montrer que A € §, B € §, C € § et que z = lﬂﬂ;ﬁk% lorsque b? Brx + a® oy # 0 ou
—b2B1xz

Y= Zotaipaz lorsque c®x + a® B2 2 # 0.

—_— —
2. En choisissant le repére cartésien {A, AB, AC'}, montrer que l’ensemble § est une conique lorsque
x ety varient. Discuter la forme de la conique selon les valeurs de (1, B2. Discuter le cas particulier

B1 = [a.

3. Réciproquement, montrer qu’une conique non dégénérée passant par A, B, C a une équation (en
coordonnées barycentriques) de la forme

alyz+lry+b?Girz=0

avec B1 # 0, B2 # 0 (on précisera le passage de 'équation cartésienne a l’équation barycentrique).

Solution:

Nous adoptons des lettres minuscules pour les coordonnées barycentriques et des lettres majuscules pour
les coordonnées cartésiennes.

On vérifie immédiatement que A, B, C appartiennent a §. En résolvant 1’équation définissant §, on
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1

. . —CQCCy _ —bQBla:z
obtient z = VA ata? Bay OV alors y = oor g

Les coordonnées barycentriques normalisées de M sont

T (b2ﬂ1x+a252y)
2122+ 0231 xy+a2Boxy—c2ry+a?Poy?’
y (0*Brz+a®Bay)
23122+ 02 Bray+a2Bexy—c2ry+a?Pay?’
Ay

—bQﬂle—bQﬂlfﬂy—a252$y+02$y—0252y2}

M =

Il résulte que
B y (0*Brz+a®Bay)
BB+ 2Byt afoxy —xy+aBay?
2
i Ty }E
—V?pra? =0 fray —a?Bray+ry—a?fry?
—

—_— —
AM AB

_l’_

—
donc les coordonnées cartésiennes X,Y de M dans le repére cartésien {A, AB, AC} sont, sous forme

paramétrique
M_{ t(b2ﬁ1+a2ﬁ2t) Czt
B2 Bt +a? ot — 2t 4 a? Bpt? 02 By — 02 it — a? ot + 2t — a? B 1

}

en ayant posé y = ¢t x afin d’obtenir ¢ pour parametre. L’obtention de I’équation cartésienne de I’ensemble
des points M s’obtient maintenant en éliminant le parameétre ¢. On a

X VB +a® Bt

Y —c?
ce qui fournit explicitement
L —2X -VRY
N a2 ﬁg Y

En reportant cette valeur de ¢t dans X, on obtient

¥ X (EX+04Y)
X248 XY -2 XY +2XY +b026,Y2

Il suit, lorsque
EXP4/XY —d? B XY +EXY 025 Y240

que
X +EXE-VP/HY +0/XY -2 XY+ XY+ 5 Y2 =0

équation d’'une conique dont la forme est déterminée par la forme quadratique
QX Y)=X*+ (0*B1—a’fo+ ) XY +b° 3 Y?
Le discriminant de cette forme a pour valeur

A=b282-2a2b2 8 Bo+a’Be? — 20231 2 —2a2 By +
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1

Pour A < 0, la conique est une ellipse, pour A > 0, la conique est une hyperbole et pour A = 0, la conique
est une parabole. L’expression A est de signe quelconque, selon les valeurs de (31 et de (s.
Lorsque (81 = (s, le discriminant A devient

A=d* B2 =220 B2+ b1 512 —2a° B 2 — 202 B 2 + ¢

Ce polynome de degré deux en la variable 81 a pour racines

c? c?

e
(a+b)? (a —b)*

lorsque a # b. La conique § peut donc étre de nature quelconque selon le positionnement de (; par

rapport & ces deux valeurs exceptionnelles. Lorsque a = b, on obtient A = —4a? 31 ¢® +¢*, donc 81 =

fournit une parabole.

<
4a?
7 3 . 7’ . Yo 7’ 7 . é %
Réciproquement, pour une conique ayant une équation cartésienne (dans le repére cartésien {A, AB, AC})
de la forme
Ao X?+ By XY +CoY?+ Dy X +EgY + Fy =0

la condition A € § implique Fy = 0, la condition B € § implique Ag+ Dy = 0, la condition C € § implique
Co + Ep = 0. Ainsi, ’équation cartésienne devient

Ao X? 4+ By XY +Co Y2 - A X —CyY =0

Notons que I’éventualité Ay = 0 est exclue puisqu’elle implique que les points de la droite (AB) appar-
tiennent & la conique, supposée non-dégénérée (de méme, C' # 0). On peut donc supposer que Ag = c2,
quitte a multiplier I’équation cartésienne par une constante convenable.

Comparons alors cette équation cartésienne avec I’équation cartésienne initiale

X+ EXE-V/HY +00/XY -2 XY +EXY +025 Y2 =0
En identifiant les coefficients, on obtient le systeme

—+ Ay=0
2B +Cy=0
—By+ b B —a’Ba+2 =0
d’ou suit

Co — By + 2+ Co
fr=——f5—

A = ¢ Pr=17 = 2

Ainsi, 81 # 0 et
¥ X (X +0261Y)
X248 XY -2 XY+ XY +b23 Y2

lorsque
EXPHV8/XY - XY +EXY +025 Y240

Les coordonnées barycentriques d’un point M de la conique passant par A, B, C satisfont ainsi

A Byz+ry+ b firz=0
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11 résulte que (2 # 0 sinon la conique est dégénérée.

11.2 Tangente a

une conique

Exercice 11.2.1
Soit un triangle ABC' inscrit dans une conique § (non- dégénérée) et

ChYZ+AEXY+VP/HXZ=0
l’équation de cette conique en coordonnées barycentriques.

1. Déterminer les coordonnées barycentriques d’un point situé sur la tangente a la conique en un

point D de coordonnées barycentriques {X, Y’I)QB:)C;%} et en un point D1 de coordonnées
V28 XZ 7

barycentriques {X, o505 7

2. Montrer que les tangentes a la conique issues des points A, B, C' coupent respectivement les cotés
(BC), (AC), (BC) du triangle en des points Az, Ba, Cy colinéaires. Calculer la distance Ay B3.

Solution:

1). Dessin ={A,B,C,D, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, D;.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:
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D:{ X(bQﬁlX—l-CLQ,BQY)
6251X2+b2,31XY+CL2,82XY—CQXY-FCLQ,BQYQ’
Y (/i X +a?BY )
l)2ﬂ1)(2—0—1)2B1)(Y—|-(3l/2,82)(1/—CQJXY-FCIQ,BQY’Q7
XY
—bZﬂle—bQBlXY—azﬂgXY—FchY—azﬂzY?}
X (X +a?B2)
X2/ XZ+a20XZ+2XZ+a?PB2%
Vi XZ
X2+ XZ—-a?BXZ—-c2XZ—a?By2%
Z(*X+a*B:27)
02X2—b251XZ+aQﬁQXZ—i-cQXZ—Fa?ﬁgZ?}
Désignons par di, da, d3 les coordonnées barycentriques intervenant dans la description du point D (on a
donc dj + dy + d3 = 1). Par définition, on a ’égalité vectorielle

— — — —
OM =dy OA+dy OB +ds OB

Di = {

et, en différentiant
dM = (giédX%—g?/ldYJrgledZ)
+(g§?dX+gi2dY+aadZQdZ) OB
+(%dX+%dY+%dZ) oC

Le lecteur vérifiera par calculs que dM est colinéaire au vecteur
T =082 X B X2+ 2a2 02 B o XY +at 32 Y2) OA
F (B BEXE 20202 B fo XY — a* B2 Y2 + a? B 2 Y?) OB
2 2 2 2 212\ A
+ P X" —a” P2’ Y?) OC

2l

Sy

Le point M défini par OM = OD + k W (avec k égal au dénominateur intervenant dans les coordonnées
barycentriques de D) appartient a la tangente en D a la conique. On obtient ainsi
VA X2+ 82X -2 A X24+a?B XY +2a2 0231 fo XY +a* 322 Y?

2o X2+020 XY +a?2B:XY —2XY +a?2B3,Y2 ’
VB XE 4B XY —2a2 0231 o XY + a2 B Y2 —at 3P Y2+ a? B P Y2

b251X2+52ﬂ1XY+a2,82XY—CQXY+G2,82Y2 ’

c? (132[31)(2 —XY—a262Y2)

b2ﬁlX2+b2ﬁ1XY+a2ﬂ2XY—c2XY+a2ﬂ2Y2}

Le raisonnement est identique pour le point M7. On obtient ici

M= {

—

U= (X +A X420 X Z+a 522 2%) O
+ (0 B X2~ a*b? By 5 2%) OB
+ (=t X2 =202 B P X Z+a? 02 31 B2 Z2 — a* 5,2 Z?) oC
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1

. fo a5 = — ’ p . .
Le point M; défini par OM; = OD; — ki1 w (avec kj égal au dénominateur intervenant dans les co-
ordonnées barycentriques de Dj)appartient & la tangente en D; a la conique ( tout point défini par
—_— —
OM; = OD;p + X U convient également, lorsque A # 0). On obtient ainsi

EX2 428X —AX2 420X Z—-2a%2022XZ —at 552 72
X2/ XZ4+a20XZ+RXZ+a20:72 ’
Vo (PX?P+XZ—a? By 27)
—C2X2—|—b251XZ—a2ﬁQXZ—C2XZ—(I262Z2’
AXP4+EXZ4+20202EXZ+a? P2 7% —a?b? B 2 Z% + a* B2 72
AX2 -/ XZ4+a20XZ+RXZ+a2P,72 }

My = {

2). Notons A; (resp. Bi, C1) un point situé sur la tangente a la conique, issue de A (resp. B, C).
Nous appliquons les constructions de la premiere question. Les coordonnées barycentriques de A; (resp.
Bj) sont obtenues en choisissant z = 1,y = 0 (resp. = 0,y = 1) dans la formule des coordonnées
barycentriques de M et le point C est obtenu en choisissant = 0, z = 1 dans la formule des coordonnées
barycentriques de M;.

Dessin ={A, Ay, B, B1,C,C1}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Ay, By, C1.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

Ay = {14026 — &, - 61,4
By = {a*f2,1 —a® fo + 2, —c*}
Cr = {—a® 52,0 B1,1 — 0 By + a® i}
Dessin = Dessin U{As} = {A, A1, A2, B, B1,C,C1}
Détermination du point As :

Soit As le point (AA;) N (BC). Le point A est composé.
Comme Ay € (AA1), on a, en choisissant I'inconnue 14

—_— —_— —_—
OAQ = OA+(1—I/1) OAl
On déduit:

s — —

OA; = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
a(l)=14+b*B1 - - B+ n

a(2) = B By (=1 + 1)
a(3)=c* (1—wv)
Comme Ay € (BC), on a, en choisissant 'inconnue pq

—

— —
OAy =y OB+ (1 —p1) OC
La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ;1 donne

VB , 1+ B -
M=pp - T e -8
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On déduit que:

b2 61 CQ
b2 31 — 2’ —b2 By +02}
Dessin = Dessin U{By} = {A, A1, A2, B, B1, B2, C,C1 }
Détermination du point By :
Soit By le point (BB;) N (AC). Le point Bj est composé.
Comme By € (BBj), on a, en choisissant 'inconnue v

Ay = A0,

e
OBy =v1 OB + (1 — I/l) 0B,

On déduit:

— — —

OBs = ¢(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec
C(l) = a2 ﬁg (1 — 1/1)

c(2) = 1—a?Be+ 2 +a% B — Ay
c(3)=c (-1+4u)
Comme By € (AC), on a, en choisissant I'inconnue pq
OBy = iy OA + (1) OC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

_d* B y 1-d’fat?
M= a2p, - P a2 Bt
On déduit que:
2 2
a® By c
By =
2 {CL2,62—627 ’—aQﬂg—i—cZ}

Dessin = Dessin U{Cy} = {4, A1, Ay, B, By, By, C,C1,C5}
Détermination du point Cj :

Soit Cy le point (CC1) N (AB). Le point Cy est composé.
Comme Cy € (CCY), on a, en choisissant l'inconnue 14

e =

0OCy =1y OC+(1—V1) O—Cl)

On déduit:

— — —

0OCy =¢(1) OA+¢(2) OB + e(3) O

avec
6(1) = CL2 I5)) (—1 + 1/1)

e(2) =b* 6 (1 —11)
e(3) =1—b"B1+a® fo+b° Brv1 —a® fary
Comme C3 € (AB), on a, en choisissant I'inconnue fq

—

— —
OCQ = U1 OA+(1—,U,1) OB
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1

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

__ a1 VBi+ds
Ay Y
On déduit que:
2 b2
Cy = { a” Ba b1 0}

—b201+a? By’ V2B —a? By’

—_—
Calculons le vecteur AsB;. On a:

A3B; = g(1) OA +¢(2) OB +g(3) OC
avec 9
g9(1) = a2%26_2 2
9 =0
o(3) (b* B1 — a? Ba)

avec 2/6
"= a2 s,
h(2) — b 81 (a® By — )
@) = (b2 81 — a? Ba) (b2 1 — ¢2)
2
M) = 55—
On a ainsi bQﬁ 25
- —0°p1+a” P2 —=
A8y = — R 4O

La distance Ay B? est égale &

2 a2 AC2 ﬁz (bQﬁl —(I2 ﬁg) C2 i bz 302,81 (bz ﬁl —a2 ﬁQ) 62 a2 AB2 bQﬁl 52

e (62 31 — c2) (—a? B2 + c2)° 1261 — 2)? (—a2fo+ 2) (1231 —c2) (—a? Bz + c2)
soit
B2 — a?b? > Num(AyB3)
N R A
avec

Num(A2B3) = —a®b® 812 Bo + b* 812 Ba + a* 1 Bo® — a® b2 By Bo® + a* b2 312 Bo” + b% 312 ?
— a2 BB =B Ba® =012 Fa P+ a® B P — a’ 1 o2 P+ By ot
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11.3 Le théoréme d’Aubert pour une conique

Ce théoreme n’est connu que dans le cas du cercle.
Exercice 11.3.1
Soient A, B,C, Ay, B1,C1, D sept points d’une méme conique tels que les droites (AAy), (BBy), (CCY)
soient paralléles. On désigne par P,Q, R les points P = (A1D) N (BC), Q = (BiD)N (CA), R =
(C1D) N (AB). Montrer que les points P,Q, R appartiennent a une méme droite paralléle a la droite
(AA).

Solution:

Dessin ={A, A, B,C, D}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont A1, D.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

X1 (0*B1 X1 +a? V1)
PH X+ XiVi+a?0 X1 Y1 —32X1 Y1+ a2 V1P
Y1 (0281 X1+ a? B 11)
PO X242/ X1 Yi+a2lX1V1—X1Y1+a2 B
-2 X1
5251X12+5251X1Y1+a2ﬁ2X1Y1—C2X1Y1+a252Y12}
X (P68 X+a?BY)
b= {b2ﬁ1X2+b261XY+a262XY—c2XY+a252Y2’
Y (061X +a?BY)
()2[31)(2—i-bzﬁl)(yv—|-CL2,82XPYv—CQ)(Yv-i-CLQﬂQ}/Q7
—-2XY
P X XY T2 R XY —EXY a5y
Dessin = Dessin U{B;,C1} = {4, A1,B, B,,C,C1,D}
Détermination du point Cf :

A= {
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1

Il existe k tel que 'on ait
— —

—_—  —
OC; = OC + k(OA, — OA)

ce qui fournit les coordonnées barycentriques du point C1.
Le point appartient & la conique lorsque

EXYHVBXZ+d’B3,YZ=0

soit
b —b 312X, + a0 B B Xa + 02 B P Xy — a? VP B B Y +at P Y,
B a? B2 c? Yy
On obtient ainsi
-~/ X1 —-EXi+a? 5 Y1) (CF)
Cr = {

a?fa? P/ X2+ X1 Y14+a20X1 Y -2 X1V +ad? 5 Y?)
(b? 1 X1 + a® B2 Y1) (CF)
2B (2B X 2+028 X1 Vi +a?BXiV1—E X1 +a23Y%)
(0?61 X1 +a* B2 Y1) (61 X1 — 2 X1 +a? B 1) )
a?B (P B X124+ 0281 X1 Y1 +a2 X1V — X1 Y, +a? B Y1?)

avec
Cr=-b32X1 +a* 0?1 B X1 + V2 31 P X1 — 0% 1 B Y1 + a* 322 Y3

Détermination du point B :
Il existe k tel que 'on ait

_— -

—_— =
OB; = OB + k(OA; — OA)

ce qui fournit les coordonnées barycentriques du point Bj.
Le point appartient a la conique lorsque

EXY A/ XZ+d®6YZ=0
soit

X1 -l Xi+EX —a? V)

k
a? /o Y1

On obtient ainsi

(V1 X1 — X1 +a® oY1) (201 X1+ a* B2 X1 — 2 X1+ a* 5o Y1)
a?By (BPAHX P+ /X1Y1+a2RX1Y1 - X1V +a26?)
—0* 1 X1 (P X1 — X1 +a? V)
a?By (BP/HX P+ /X1Y1+a2BX Y- X Y1 +a?BY1?)
AX (Pl Xi+a® X1 — X +a? o))
a?By (/X P+2/X1Y1+a2RX Y1 — X1V +a? B Y1?)

By = {

Dessin = Dessin U{P} ={A, A, B, B;,C,Cy, D, P}
Détermination du point P :
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Soit P le point (41D) N (BC). Le point P est composé.
Apres calculs, nous obtenons

0 (*Bi X +a?BY ) (0261 X1+ a* B2 Y1)
WEEX X -/ ARXX a2 XY +a2h2B 3 XY +at 32V Y]
2B XX \
b4ﬁ12XX1—bQ,BlCQXXl+a2b25152X1Y+a2b251,82XY1+(14ﬂ22YY1
Dessin = Dessin U{Q} = {4, A, B,B;,C,Cy,D, P,Q}

Détermination du point @ :
Soit @ le point (B1D) N (C'A). Apres calculs, nous obtenons

(/X +a*BY) (PP X1 — X1 +a? (V1)
b4ﬂ12XX1 *bZ,ﬁlCZXXl+a2b2ﬂ152X1Y+a2b2,31,32XYi+CL4522YY1
a’?Bec? X Y )
VPX X1 - X X1+ a0 B e X1Y +a?b? BB X Y1 +a* 3° YY)
Dessin = Dessin U{R} = {A4,A,,B,B,C,C1,D,P,Q, R}

Détermination du point R :
Soit R le point (C1D) N (AB). Apres calculs, nous obtenons

P={

Q@=A

) )

Vo X (61 X1 — X1+ a? 2 Y1)
VAP X X1 - XX+ a0 B e X1Y + a2 B fo X Y1 +a* B°Y YT

a?B2Y (b? 1 X1+ a? oY1) 0}
VR2X X -2 XX14+a20281 5o X1Y +a20261 o X Y1+ a4 32Y Y,

R =

—
Calculons le vecteur P(Q). On a:

— — —

PQ = g(1) OA+ g(2) OB +4(3) OC

avec

(b2/81X+a2ﬁ2Y) (b251X1—02X1+a2ﬂ2Yi)

1) =
g<) b4ﬂ12XX1—b251c2XX1+a2626152X1Y+a2626162XY1+a4ﬂg2YY1
(2) = — (0B X +a?BY) (0261 X1+a? B2 V1)
I X X, PR XX+ @03 B X1 Y + 202 B B X V1 +ad B2 Y V)
X (BP/hX+ad?BY
9(3) ( )

TMBEX X, - DR EX X+ 2028 B X Y + b2 B XYL +al B2 Y V)

—_—
Calculons le vecteur AA;. On a:

— — —

AA; = h(1) OA+ h(2) OB + h(3) O

avec
h(1) = Y (5 Xi — X1 +a? o))
R/ X12+028 X1 Y1 +a2BX1Y1 — 2 X1Y) +a? B V72
Y, (0261 X1+ a? 6 Y
h(2) 1( B X1+ a® B2 1)

- B X124+ 028 X1 Y1+ a2 X1Y1 — 2 X1Y) +a? B V72
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1

h(3)— —C2X1Y1
CRA/XCP A/ XY+ a2 B X1V — X Y]+ a2 B Yi?
On a ainsi
PO — P/ X +aBY) (BPHX P+ X Y1 +a? B X1Y1 — X1V +a® B V1?) v
= 1

Vi (BB X X1 -2 AEXX1+a2b2B1 5 X1Y +a22 31 fo X Y1 +at 32 Y V)

—
Calculons le vecteur PR. On a:

—

— — —
PR = j(1) OA +j(2) OB + j(3) OC

avec
(1) = Vo X (0261 X1— X1 +ad* B Y1)
J _b4ﬁ12XX1—bgﬁlcQXxl+CL26251,62X1Y+CL2525152XY1—l—a4ﬁ22YY1
(2) = —b?* 51 X (0?1 X1 +a? fo V1)
J CMBEX X1 A XX+ a2 2B B X1 Y +a2b2 B B X Y1 +at BPY Y
, b2 3 X Xy
i) = 172 23 2 212 212 4.2
VO X X1 =051t X X1 +a2 b2 1 X1Y +a2 b2 1B X Y1 +a* "Y' Y
On a ainsi

— VX +a2BhY ==
PQ = P
@ o X R
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CHAPITRE

12

Céviennes

12 Céviennes

12.1 Théoréme de Brianchon

Le théoreme de Brianchon concerne des droites concourantes issues d’un hexagone circonscrit a un cercle.
Nous le démontrerons également pour une conique en distinguant les deux démonstrations tres distinctes.

Exercice 12.1.1

Sotent My, Ma, M3 des points situés sur le cercle circonscrit a un triangle ABC (on suppose les six
points distincts). On forme les 6 couples {A, My}, {My, B}, {B, Ma}, {Ms,C}, {C, Mz}, {Ms, A} que
l’on numérote de i = 1 a 6. A chaque couple, on associe le point P; défini comme intersection des
tangentes au cercle issues des 2 points du iéme couple. Montrer que les droites PiPy, PoPs, P3P se
rencontrent en un méme point J.

Solution:

Dessin ={ A, B,C, K, My, My, M3}
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Les coordonnées barycentriques du centre K du cercle circonscrit au triangle ABC' sont

a? ((12—b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

b? (—a? +b? — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

? (a® +b* = ¢?)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

K={

On a, avec des notations naturelles, pour ¢ = 1,2, 3

x; y; !

M; = {z;, i, —
i = Ay b2 x; + a2 y;

donc

z; (02 + a*y;)
b2 22 +a’wiyi + V2 iy — A riyi +a?y?

yi (0> +a’y;)
b2 2i? +a?wiy + 02wy — A aiy +a?y?

_02 T3 Y3
Va2 +a?ziy; + V2 aiy — A aiy + a?y?
Dessin = Dessin U{Py, P>, P3, Py, P5, Ps} = {A, B,C, K, My, Mo, M3, Py, Pa, P3, Py, P5, Ps}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont Py, Ps, P53, Py, Ps, Ps.
Déterminons les coordonnées barycentriques du point P; en recherchant un point M = {X,Y,1 - X —-Y}
—_— ———

satisfaisant les conditions MA- AK =0et MM; - M;K = 0, soit le systéme linéaire

M; = {

0= -0 X+ (-b*+) Y
0=Y (b4x12—b202x12+2a262$1y1+a4y12) + X (b4x12+2a2b2x1y1+a4y12—a202y12)

—bvrz?2 —2a2 0?21y — atyr?

d’ou ) ) )
¥ 2b°x1 +a”y1 v b 1
20221 +a?y + 02y — Ay 20221+ a?y1 + b2y — Ay
Ainsi
P 20 x1 + a®y b* 1 — \
PR r @y + 02y — Ry 20+ a2y + bRy — 2y 2021 + a2y + Py — Ay

On déduit de méme les coordonnées barycentriques des autres points composés:

Py = { a?x; b2z +2a®y —c? )

2= a?xy+ 02 —2r1+2ay; a?xi + 020 — A +2a?y; a?r b2 —2r+ 20y
a? 1o b2 xo + 20 yo —c2xy

Py =

a?xo + 0229 — 2o +2a%ys’ a?xo + 0229 — a9 +2a%ys’ a?xo +b2x9 — 2 a9 +2a% Yo
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a? (b2 x9 + a? yg)
a?b?xo —brao +b2c2 a9 +atys —a?b2ys —a?ctyy’
—b2 (b2 9 + a2 yg)
a?b?xo —bras +b2c2 o +atys —a?b2ys —a2cyy’
2 (b2 Ty — a? yg)
a?b2xy —brao + 022 xo +atys —a?blys — a2y
a? (b2 r3 + a® yg)
a?b?x3 —b*ag+ 022 x3+atys —a?b2y; —a?clys’
—b2 (b2 x3 + a? yg)
a?b?2z3 —braos+ 223 +atys —a?b2y3 —a?cly;’
c? (b2 x3 — a® yg) )
a?b?xy —bras+ b2t a3 +atys —a?b2ys —a?clys
20 23 + a’ y3 b2 y3 —c? y3

2023+ a?ys +b02ys —yz 202 w3+ a?y3s + 02 y3 — 2yz 202 x3 4+ a?y3 + b2 y3 —62y3}
Dessin = Dessin U{J} = {A, B,C, K, M, My, M3, Py, P>, P3, Py, P5, Ps}

Détermination du point J :

En appliquant directement la réponse de ’exercice suivant, on obtient les coordonnées barycentriques du
point J commun aux 3 droites

Py = {

Py =

Ps = {

a? (B zoxzyr — 202 w1 a3y0 + b2 w1 w2 ys + @’ may1 ys — a? 21 Y2 y3)

Den ’
b (—b*za w3y + 20’ w3y1ys — 2w w2 ys — a® way1y3 — a’ w1y y3)
Den ’
T2 y1 Y3 + a® z1ys ys)}

7=

2 2 2 2
A (VP zazgy — b z122y3 — @

Den

avec
Den = a262x2x3y1 — b4x2x3y1 +b202x2x3y1 — 2a2b2x1x3y2 — 2a2b2x3y1y2 +a2b2x11‘2y3 —|—b4ac1332y3
—VErmystatmyiys +al P rayiys —al Faayiys —atviyeys Fa’ bR iy ys +a’ a1 yays
Exercice 12.1.2 Théoreme de Brianchon pour une conique

Pour tout hexagone (non nécessairement convexe) circonscrit a une conique §, les droites qui joignent
les sommets opposés passent par un méme point.

Solution:
Nous considérons une conique § passant par trois points A, B, C' (formant un triangle) d’équation

A2Boyz+Pry+b2Gizz=0

Soient M; des points distincts de § pour 1 < ¢ < 6 situé sur I’hexagone circonscrit (points de contact de
I’hexagone avec la conique). On désigne par 7; pour 1 < i < 6 un point situé sur la tangente a la conique
issue du point M;.
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Les coordonnées barycentriques normalisées d’un point M de la conique § sont de la forme

z (b Bra+a®Bay)
Vo a2+ biay+aBoxy—cry+a?foy?
y (B Bz +d®Boy)
oz + b0 fray+afoxy—ctry+a?fry?
C2$y
—02pra? = Pray—a?Boxy+cry—a?fay

M= {

51

soit, en posant y =t x,
V2 By +a? Bat
V201 + 02 Bt +a? Bat — 2t + a2 Ga t?’
t (0% B1 + a® Bat)
V261 + 02 B1t+ a2 fat — 2t 4 a? G t?’
—c2t

U201+ 2Bt + a2 fat —02t+a262t2}
Un point T situé sur la tangente a la conique issue du point M est alors

V2B + 1312 — 2 Bic? +a? Bot+2a2 2 By ot +at B 12
26 +02B1t+a? Pt — 2t + a? Py t2 ’
—V B2+ 2Bt — 20202 By Bot 4+ a? Bot? — a* B2 2 + a2 By 2 t2
b206) +b2B1t+a? Pt —c2t+ a2 [ t? ’
? (0* B —t—a® fat?)
b2ﬁl+b2ﬁlt+a252t—c2t+a2ﬂ2t2}

M= {

T -4
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Dessin = Dessin U{M,--- ,Js,T1,--- ,Ts} = {A,B,C, My,--- , Mg, Th,--- , T4}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M;, T;.

Les coordonnées barycentriques des points composés:

M; = { b? b1 + a® Ba
' b2 By + b2 Brt; + a? ot — 2t + a? Ba
t; (021 + a® B2 t;)
b2 1+ b2 Bt +a? Bati — 2ty + a? Bt
—02 ti
b2 01+ 0% Bit; +a® ot — +a2ﬁ2ti2}
b2 By + b B1? — b2 B1c® +a® Bots +2a% V2 By oty + a’ Bt
b2 1+ 02 B t; 4 a? Bat; — 2 t; + a? Pa t;? 7
—b' B+ b2 Biti —2a% b2 By Bati + 0 Bati® — a' Bo” 1% + a? By P 1P
b2 1+ b2 Bt + @ Bati — 2ty + a? Ba t? ’
A (b B —ti — a? Ba t?)
b2 B1 + 0% Bit; + a? Bati — +a252ti2}
Dessin = Dessin U{J;} = {A,B,C, Jy, -+ ,Jg, My,--- , Mg, T1,--- ,Tg}
Détermination du point J; :
Soit J; le point (M;T;) N (M;4+1T;41) pour 1 < i < 6 (dans les calculs, on convient que i + 1 = 1 lorsque
i =6). Le point J; est composé.
Comme J; € (M;T;), on a, en choisissant l'inconnue v

T = {

— — —
OJ;, =v1 OM; + (1 — Vl) oT;

On déduit: . . . .
OJ; =a(l) OA+a(2) OB+ a(3) OC
avec
a(1) = —all)”
BB+ BBt 4 a2 Bati — 2t + a? Bt
a(2) = a2}
VB2 Bt +a? Pty — 2ty + a? Ba by
a(3) = A (261 — b* Brvy — ti — a? Bati® + a* Bavy t;2)
VB A2t a? Bat; — 2t +a? Bat?
avec

a(1)* = =026 = b B2+ 02 B+ b B2 — b2 Bt v —a? Bati — 26202 By Bati
+2a?V? B Bavi ty — a B2 12 4+ at B v t;?
CL(Q)* = —b4,812 + b4ﬁ12 v+ bQﬁl t; — 2@2 b2 ﬁl ﬁg t; + 20,2 bQﬁl ,82 vit; + a2,32ti2

4922,2 2 2,92 452 2 2 2 2
—a Bt +a®Boc ;" +a” Bttt —a” Bact it

Comme J; € (M;+1T;+1), on a, en choisissant I'inconnue pq

— —_— —_—
OJ; = p1 OMip1 + (1 — 1) OTjq
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On déduit: N . . R
07, = b(1) OA + b(2) OB +b(3) O
avec
b(1) = —b(1)*
b2 1 + 02 Bitiy1 + a? Pativr — i1 + a? Botip?
b2 1+ b2 Brtipr + a? Botipr — tig1 + a? Batiy?
b(3) = A (VB —b*Brpn —ticy — a® Boti1® + a? Ba pu ti1?)

b2 01 4 b2 Brtig1 + a? Batiyr — A tip1 + a? Batigg?

avec

b(1)* = —b? B — b B2+ 02 B ® + b1 B2y — VP By g — a? Batiga
— 20?0 By Pativr + 20 0% By Bo pr tivr — a’ Bo? tin1® + at Bo? puy tie?
b(2)* = —b" B2 + b 81 py + b7 Brtiyr — 207 b By Batirr +2a b2 By Bo pur tiyr + a® Batiga?
—a' Bt tip1® +a? Bt +at B tigr® — a® Boc pa tiva®
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;1 donne
by = —20% By +t; — b2 Bty — a® Boty + Pt — tigr — b2 Brtiyr — a® Bativr + At — 2a? Potitiz
20201 =02 PBrti —a? Pats + 2ty — 02 Prtir —a? Patipr + Pt — 202 Patitigy
—202B31 —t; — b2 Bit; — a® Boti + Pty + tigr — b2 Brtipr — a? Batiyr + A tiyr — 20 Batitiv
20261 =02 Bt —a? Pati + 2ty — b2 Bitivn —a® Patipr + Aty —2a? Batitin
On déduit que:

p =

202 01+ a® Bati + a® Potip
20201+ 02 Brti+a? Bats — 2t + 02 Brtipr + a2 Patipr — 2 tiv1 +2a? Batitipy’
b2 B1t; + b2 Brtipr 4+ 2a% Batitiza
20201+ 02 Biti +a? Bati — At + 02 Brtipr +a? Potipr — i1 +2a? Batitipr’
A (t;i+tiy1) }
=202 51 =02 Brt; —a? Pati + 2ty — b2 ity — a?® Patipr + i —2a% Batitip
Dessin = Dessin U{W1} ={A,B,C, Jy, -+ ,Jg, My, , Mg, Ty, -+ ,Tg, W1}
Détermination du point Wy :
Soit Wi le point (J1J4) N (J2J5). Le point Wi est composé.
On obtient

Ji = {

Numy(W1) Numy(Wi) Num,(Wh)
Den(Wy1) = Den(Wy) ' Den(Wh)

Wi =/{
avec
Numg (W) = 202 Bit1ta — 207 Brtats +a® Batitats + 207 Bitsts + a® fotitsty +a® Bati tats
—a®Batatsts — 20 Bitats — a® Potytats — a® Patatsts — 2b° Bty tg — a® Batitsts
—a® Batatsts —a® Potitats + a” Botstate +2b° Bitsts + a” Potatsts + a® oty ts te
Numy,(Wi) = b2 Bit1tots + b2 Brtatats +2a® Botr btz ta + 0% Brtitats — b* Brtatsts — b2 Bitr tats
— b Brtatats —2a® Patatstats — b° Brtitste — b° Brtatsts —2a° Batitatsts — b* Prtitats
+ 0 Brtstat+ b2 Prtatsts +2a” Batitatst + 07 Bitststs —2a” fatitatsts +2a” Batstatsts
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NumZ(Wl) :CQ(t1t2t4+t1t3t4+t1t2t5—t2t3t5—t1t4t5—t2t4t5—t1t3t6
—t2t3t6—t1t4t6+t3t4t6+t2t5t6—I—t3t5t6)
et

Den(Wy) = =202 By t1ty + 202 Brtots — b2 Brtytaty —a® Botitaty + Pty taty — 2% B tsty
— b Brtytgts —a® Potitaty + P titsta —2a° Patitatsts — b° Pitytats —a® Batitats
+ Pty tats + 02 Brtatats +a® Patatsts — P tatats +2b% Brtats + b2 Byt tyts
+a? Botitats — Ptytyts + % Brtatyts +a’ Pototats — Ptatyts +2a° Patatstyts
+ 202 Bty te + b2 Brtitste +a® Batitste — A titste + b2 Bitatsts + a® Batatste
— CPtotyte+2a® Botitatste + b7 Brtitate +a® Batitate — P titats — b* Bitstate
—a® Bytstats + tatats — 207 Bitsts — b° Bitatsts —a” Batatsts + ctatstg
—2a® Potytotsts — b2 Brtatsts —a® Patztyte + P tatste +2a° Potitytsts — 2a* Botstytsts
Dessin = Dessin U{W)} = {A,B,C, Jy,--- ,Jo, My,--- , Mg, T4, , T, W1, W}
Détermination du point Wj :

Soit W le point (J1J4) N (J3Js). Le point Wy est composé.
En échangeant les variables to par t3 et t5 par tg, on obtient Ws et on constate que

Wi =Wy

12.2 Céviennes dans un contexte général

Exercice 12.2.1

Soit ABC' wun triangle, N; des points de coordonnées barycentriques {a;,b;,c;} pour i = 1,2,3 et M;
des points de coordonnées barycentriques {X;,Y;, Z;} pour i = 1,2,3. Montrer que les droites (N1 M),
(N9 Ms3), (NsMy) se coupent en un méme point si et seulement si il existe une relation algébrique (que
lon explicitera) entre les coordonnées barycentriques {X;,Y;, Z;} et {a;, bi,c;}.

\,,
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Solution:

Dessin ={A, B,C, My, M, M3, N1, No, N3}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, Mo, M3, N1, Na, N3.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

My (N v I
LA M4 2 X N+ 4 X AN+ 4
X Y- 7
M2:{X Y2 ’ 2 ) 2 }
20+ Yo+ 2y Xo+ Yo+ 2y Xo+ Yo+ 25
X3 Y3 Z3
M3:{X Y. ) ) }
3+ Y3+ 23 Xg+Y3+23 X3+Y3+ 23
Ny = | a by 1 )
L S+t ar+bi+cial+b+a
a b c
NZZ{ 2 ; 2 ) 2 }
a2 +by+c2 ag+ba+ca2 ag+ba+c2
Ny = { as b3 c3 )
5 az +bs +c3’ ag+bs+c3’ as+ by +c3

Dessin = Dessin U{P,} = {A, B,C, My, My, M3, N1, N2, N3, P; }
Détermination du point P; :

Soit Py le point (N1 Mz) N (NoMs). Le point P; est composé.
Comme P; € (N1 Ms), on a, en choisissant les inconnues v

—

—_— —
OP, = (1 — 1/1) OMs + 11 ONy

On déduit: . . . .
OP, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC
avec

a(1) = a1 Xo+ b1 Xo+tear Xo—binn Xo -y Xo+a11 Yo +ajv) 23

(a1 +b1+c1) (Xo+ Yo+ Zo)
a(2) = b Xo+ta Yo+ Yo+ Yo—ainYo—civi Yo+ b1y 2o

(a1+b1+01) (X2+Y2+Z2)
a(3)— Cll/lXQ+01V11/2+a122+b122+0122—a1V1Z2—bll/1Z2

(al + b1 + 01) (XQ +Y5 + Zg)

Comme P; € (NaMs), on a, en choisissant les inconnues fiq

|

OP, = (1 — ,ul) OMs3 + 1 ON,

On déduit:

— — —

OP; = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC

avec
ag X3+ by X3+ co X3 —bopu1 X3 —copn Xz +ag 1 Yz +agpy Z3

(ag + by + c2) (X3 + Y3+ Z3)

b(1) =
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_ b Xzt asYs+baYs oY —aspnYs —copn Yz +bapn Z3
(a2 + by +c2) (X3+ Y3+ Z3)

o Xz +cop1Ys+ag Zs+ by Zs+coZs—as i Zs — b i1 Z3
(a2 4 by + c2) (X3 + Y3+ Z3)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;1 donne

b(2)

b(3) =

(a1 +b1+c1) (c2X3Ys —c2 Xo Y3 — by X325 + ag Y3 Zo + by Xo Z3 — ag Yo Z3)
Den(Py)

vy =

(a2 +ba+c2) (1 X3Yo —c1 XoY3 —b1 X3 Zo+ a1 Y3 Zo + by Xo Z3 — a1 Ya Z3)
Den(Py)

p =
On déduit que:
bQClX2X3 —b102X2X3 —|—a102X3Y2 —a261X2Y3 —alngng +a1a2Y322 +a2b1Xng —alangZg

Pl - Den(Pl) ’
bact X3Yo —b1ca XoYz—asc1YoYs+a1coYo Y3 —b1bo X320 +aoby Y3 2o+ b1 bo Xo Z3 — a1 ba Yo Z3
Den(P) ’
1o X3Yo —c1caXoYs—bieaXsZo+aircaYsZo+boci XoZs —agcy YoZs+ agby Zo Zg — a1 by Zo Z3
Den(Pl) }
avec

Den(P)) =byc1 Xo X3 —bica Xo Xz +bac1 XgYo+a1c2 X3Yo +c1c2X3Ys —agc; Xo Vs
—bicaXoY3—creaXoY3—a2c1 YaYz+a1coYo Y3 —ay by X325 — by b X3 25
—bica X3 Zotaira2Y3 2o +as b1 Y3 Zo+ a1 coYs Zo+ ao by Xo Z3 + by by Xo Z3
+boc1 XoZ3—arasYoZs —a1bayYs Z3 —agc1 Yo Z3 + as by Zo Z3 — a1 by Zs Z3

Dessin = Dessin U{P,} = {A, B,C, My, My, M3, N1, No, N3, P, P>}
Détermination du point P :

Soit P le point (NoMs) N (N3M;y). Le point P, est composé.
Comme P, € (NaMs), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OP, = (1-wv1) OMs+v; ONy

On déduit: . . . .
OP, =¢(1) OA+¢(2) OB + ¢(3) OC
avec

c(l) = a2 X3+ by X3+ co X3 —bovy Xg —cov1 Xz +agry Yz +agvy Z3

(a2 + by + c2) (X3 + Y3+ Z3)
o(2) = bovy Xg+ a2 Y3 +b2Ys+coYs —asv1 Yz —cov1 Y3 +bavy 23

(a2 +bg + c2) (X3 + Y3 + Z3)
0(3): o1 Xg+cov1Ys+ag Zg+by 23+ coZs—agvy L3 — by 23

(a2 4+ be + Cg) (X3 + Y3+ Z3)
Comme P, € (N3Mj), on a, en choisissant les inconnues (i1

—

OP, = (1 — /J,l) oM, + 1 ON3
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p

On déduit: N . . .
OP, = d(1) OA + d(2) OB + d(3) O
avec
a3 X1 +b3 X1 +c3 X1 —b3pr X1 —c3pn Xi+azp Y1+ a3 21
d(1) =
(a3 4 b3 +c3) (X1 + Y1+ Z1)
b3 Xy +az3Yr +b3YrtesYr —agp Y1 — ez Y1+ b3 pn Z3
d(2) =
(a3+b3+63) (Xl +Y: +Z1)
d(3) = csp1 X1 +cez3pu Y1 +az 2y +b3 21 +ce3Z1 —az py Z1 — bz 21

(a3 + bs + 63) (Xl + Y + Zl)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

(ag+ba+c2) (3 XsY1+e3X1Ys+b3 X321 —azYs Zy — b3 X1 Z3+ a3z Y1 Z3)

"= Den(P,)
(a3 +b3+c3) (2 X3Y1 + o X1 Y3 +bo X321 —asY3Z1 — by X1 Z3 + ax Y1 Z3)
= Den(Py)

On déduit que:
b3ca X1 X3 —bac3 X1 X3 —a3c0X3Y1 +are3 X1Y3+azby X321 —aza3Y3 21 —azbs3 X1 Z3+azazYy Z3

P =A Den(Py)
—boc3 X3Y1 +b3co X1Y3 —azcoY1Y3+aoc3 Y1 Y3 +bob3 X321 —agb3YsZ1 —babs X1 Zs +azba Y1 Z3
Den(Pg)
—coc3 X3Y1 +eac3 X1 Y3 +b3co X321 —azcaYs Zy —bacs X1 Z3 +aze3Y1 Z3 +azbe Z1 Z3 — az b3 21 Z3
Den(Py) !
avec

Den(Py) = bgcag X1 X3 —bacg X1 X3 —agca X3Y1 —bac3 X3Y1 —cae3 X3Y1 +b3c0 X1 Y3
+agc3 X1Ys4+cae3 X1Ys—azcoY1Ys+asce3 Y1 Ys 4+ azbe X3 Z1 4+ ba by X3 2
+b3co X321 —aga3YsZ1 —agbs Y3 Z1 —azco Y3 21 —ag bs X1 Z3 — by by X1 Z3
—baes X1 Z3+azaz3Y1 Z3 +azba Y1 Z3 +azc3 Y1 Z3 +az by Z1 Z3 — as bz Z1 Z3

On a P, = P, lorsque les coordonnées barycentriques sont identiques. En formant leur différence, on
obtient

0=bacic3 XoX3Y] —breoc3 Xo X3Y) +b3c100 X1 XgYo —bocie3 X1 X3Yo —ageica X3Y1 Yo
tarcoez3 X3Y1 Yo —bzciea X1 XoY3+b1cae3 Xy XoYs+agcrca XoV1Y3 —azcie3 XoY1Y3
+agcic3 X1Yo Y3 —ar1cae3 X1 Yo Y3 —babzcr Xo X321 +b1b3co Xo X321 +azbycy X3Ya 2y
—a1b3ca X3YoZ1 +agbge1 XoY32Z1 —az3bica Xo Y321 —azazc1 YoYs3Zy +arazca Yo Y3 24
—b1bgco X1 X3Zy+bibacg X1 X3Zs+agbyica X3Y1 Zo —a1bycg XgY) Zo+ a1 bges XqYs Zo
—agbic3 X1Y32y —ajazcaY1Y3Zo +arazcg Y1 Y3 Zo —ag by by X321 Zo + a1 by by X3 21 23
4+ aoazb1YsZ1Zy —arasbs Y3 Z1 Zo +bobgcy X1 XoZg —bibycyg X1 XoZs—agbycy XoY1 Z3
+agbicg XoY1 23 —asbsc1 X1 Yo Z3+a1bacs X1YoZs +asasc1 Y1 Yo Z3 —ajasc3 Y1 Yo Z3
+agbibo Xo Z1 23 —aob1b3 XoZ1Z3 —a1a3by Yo Z1 Z3 + a1 a9 b3 Yo Z1 Z3 4+ a9 by by X1 2o Z3
—a1beb3 Xy 22 Z3 —azaz3b1 Y1 Z2 Z3 +arazba Y1 Zo Z3
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12.3 Céviennes dans un cas simple

Exercice 12.3.1
Soit ABC' un triangle et M; pour ¢ = 1,2,3 des points de coordonnées barycentriques {X;,Y;, Z;}.

Montrer que les droites (AMs), (BMs), (C M) se coupent en un méme point si et seulement si X3Y] Zy =
X, Y, Zs.

A

Solution:

Dessin ={A, B, C, My, Ms, Ms}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, My, Ms.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

X1 Y; A

M - ) )

! {X1+Y1+Zl Xi1+Y1+ 2, X1+Y1+Zl}

X Y- Z
MQZ{ 2 ) 2 ) 2 }
Xo+ Yo+ 2o Xo+ Yo+ 2y Xo+ Yo+ 25

X Y- A
M3:{ 3 ) 2 ) 5 }
Xs+Ys+ 23 Xgs+Ys+ 23 X3+ Ys+ Z3

Dessin = Dessin U{P,} = {A, B,C, My, My, M3, P}
Détermination du point P :

Soit P le point (AMs) N (BMs). Le point P; est composé.
Comme P; € (AMs), on a, en choisissant les inconnues 4

— — —
OP, =11 OA+ (1 — 1/1) OM,

On déduit:

— —

— —
OP, =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC

avec
 Xo+n Yo+ 2o

1) =
a(l) Xo+ Yo+ 25
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1-— Y-
a2) = L) e
Xo+ Yo+ Z

1-— Z
a3)= L %
Xo+ Yo+ 2

Comme P; € (BMs3), on a, en choisissant les inconnues g1

—_— =

—
OP, =1 OB+ (1 — ,LL1) OM;

On déduit:
P — — —
OP, =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec . X
b(l) _ ( _Ml) 3
X3+ Y5+ Z3
b(2) = p1 X3+ Yz +p1 Zs
X3+ Y3+ 23
b(g) _ (1 — :ul) Z3
X3+ Y3+ Z3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

X3 Zy—XoZ3 _ Y325+ Y2 Z3
XsZot (Yot Za) Zs V7 Xy Zo+ Yo Z3 + Zo Zs

vy

On déduit que:

X3 Z2 Y2 Z3 ZQ Z3

P = ) b
! {X3Z2+Y223+Z2Z3 X3 Zo+ Yo s+ Zo Z3 X3Z2+Y223+ZQZ3}

Dessin = Dessin U{P} = {A, B,C, My, Ms, M3, P, P>}
Détermination du point P :

Soit Py le point (BMs) N (CMy). Le point P, est composé.
Comme P, € (BM3), on a, en choisissant les inconnues v;

—_— =

—
OPy, =11 OB + (1 — 1/1) OM;

On déduit:

avec
(1—11) X3

T X3t Y3+ 2
v Xs+ Y3+ Z3
c(2) =
X3+ Ys+ 25
_ (A =w) 73
X3+ Y3+ Z3

Comme P, € (C'My), on a, en choisissant les inconnues pq

c(3)

_— =

OPQ = M1 ocC + (1 — /,Ll) OM1
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On déduit:

— — —

OP, = d(1) OA +d(2) OB +d(3) O

avec

1- X
d(l) _ ( /’Ll) 1
X1+ +2;
1- Y
d(2) _ ( iul) 1
Xi1+Y1+ 2,
X Y1+ 7
d(3) — 1251 1 + H1 X1 + 1
Xi1+Y1+ 2,
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne
o XsY1 —X1Y; B —XsZ1+ X173
TR XX+ X125 T XY+ XaXs + Xy Zs
On déduit que:
X1X3 X3Y1 X123

P = Y 9y

2 {X1X3 + X3Y7] + X173 X1 X3+ X371+ X173 X1 X3+ X3Y1 + X1Z3}
Dessin = Dessin U{P3} = {A, B, C, My, My, M3, P, P5, P3}

Détermination du point Ps :

Soit P3 le point (CM;p) N (AM;). Le point P3 est composé.

Comme P3 € (CMj), on a, en choisissant les inconnues 14

—_—
OP3 =1 ocC + (1 — I/l) OM1

On déduit:
— — — —
OP3; =¢(1) OA+¢(2) OB +¢(3) OC
avec a ) X
-v1) Xq
)= AL
e(l) X1+ + 2,
]_ —
o(2) = L) 11
Xi1+Y1+ 2,
e(3) = nXi+umYi+2;
Xi+i+24;

Comme P53 € (AM3), on a, en choisissant les inconnues fi1

O—>P;>,:,u1 O—z>4+(1—,u1) OM,

On déduit:
— — — —
OP; = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC
avec
(1) = Xo+p1 Yo+ py Zo
Xo+ Yo+ 2o
(1—p1) Y
9) = )72
/@) Xo+ Yo+ 2o
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(=) Zy
f<3)_X2+Yé+ZQ

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

YW+ X+ XY
X1 YatYi (atZs) M T XiYat ViYatYiZo

141

On déduit que:

X, Y, Y1Ys Y1 Z

Py = 3
3 {X1Y2+Y1Y2+Y1227X1Y2+Y1Y2+Y1Z2 XiYo+V1Yo+ Y 2,

On a P = P, = Ps si et seulement si les coordonnées barycentriques de P} sont identiques aux coordonnées
barycentriques de P», soit en formant leur différence

(Xg + Zg) (*Xg YiZo+X1Ys Zg)
(X1 X3+ X3Y1 + X1 Z3) (X322 + Yo Z3 + Zy Z3)

Z3 (X3Y1 2o — X1 Yo Z3)

(X1 X34+ X3Y1 + X1 Z3) (X3 Z2+ Yo Z3 + Zo Z3)
X3 (X3Y1Zy — X1 Ys Zs3)

(X1 X3+ XsY1 + X1 Z3) (X3 Zo+ Yo Zs+ Zy Z3)

qui se réduit a
X3Y1 25— X1YsZ3=0
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CHAPITRE

13

Triangle orthique

13 Triangle orthique

13.1 Triangle orthique, Cercle de Taylor

Exercice 13.1.1

Soit ABC un triangle, H son orthocentre, H,, Hy, H. les projections orthogonales de H sur les cotés
(BC), (AC), (AB). Le point H, se projette orthogonalement sur le coté (AB) en N et sur le coté (AC)
en M. On désigne par I (resp. I) le symétrique orthogonal de H, par rapport au coté (AB) (resp.
(AC)).

Le triangle H,HyH. est appelé triangle orthique.

1. Calculer les coordonnées barycentriques des points mentionnés. Calculer H,H?, H,H?, HyH?.
2. Montrer que les points 11, I, Hy, H. sont alignés.

3. Soient Ji,Ja,J3 les milieux des cotés du triangle orthique (J1 € (HyH.), Jo € (H,H.), J3 €
(HoHy)). Montrer que Jo, Js, M, N sont alignés.

4. Soient P,Q les projetés orthogonaux de Hy sur (AB) et (BC), et R, S les projetés orthogonaux de
H. sur (BC) et (AC). Montrer que

— —
(a) les vecteurs PS et BC' sont colinéaires.
— —
(b) les vecteurs NR et AC sont colinéaires.

— —
(c) les vecteurs MQ et AB sont colinéaires.

(d) Calculer PS?, NR?, MQ?, MQ?, H,R?, H,Q* H,S?, H,M? H.P?, H.N?.

5. Déterminer les coordonnées barycentriques du centre Cp du cercle passant par R, N, P. Calculer le
2
rayon R7.

6. Montrer que les siz points M, N, P,Q, R, S sont sur un méme cercle (appelé cercle de Taylor).

Solution:
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Dessin = {A,B,C,H,H,, Hy, H.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont H, H,, Hy, H.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

2 2 2 2 12 2
H={ (a—l—b c)(a b—l—c)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(—a® +b? + 2) (a® +b* - ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a2+b2+02) (a2—b2+c2)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

a2+ —c2 a2 —b2 42

H, = {0
« = {0 202 7 2a? }
o - A+ - —a?+b 4
= a2 =02+ —a®+ b2+ 2
e =1 2 c2 ’ 2 2 0}
La distance HaHg est égale a
o — c? (a2 + b? —02)2
@b 4a??
La distance H,H? est égale &
2(,2 12 4 .2)\2
o — b (a —b +c)
“e 4a?c?
La distance Hy,H? est égale &
2(,2 12 _ .2)\2
HH? — a (a —b —c)
(&

462 c2
Dessin — Dessin U{M, N} = {A, B,C, H, Ha, Hy, H,, M, N}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
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Les points composés sont N, M.

La projection du point H, sur la droite (AB) est le point N de coordonnées barycentriques

N =

(a2—b2+c2)2 (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) (a+b+c)

4q2c? ’ 4q2c?

La projection du point H, sur la droite (AC') est le point M de coordonnées barycentriques

a2+62—cz)2 (a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

70}

=1 4q2 b2 0, 4 a2 b?

Dessin = Dessin U{l1, 2} ={A,B,C,H,H,, Hy, H., I, I, M, N }
Les points composés sont I, I7.

On a les équations vectorielles
P — —

—
0 = HM— MI,
— B— —
0 = H,N— NI
et, par découpages automatiques, le systeme linéaire
P > e
—_— — —

—
0

—
0

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:

(az—b2+62)2 —a* 42820 -+ 2R+ 022 —a?2 4+ -2

hi=A 2a? c? ’ 2a? c? ’

I ={

(c12+b2—02)2 —a?2 =+ —at+2a2 - b+’ + 23

2a2 b2 ’ 2a? ’ 2a?b?
—
Calculons le vecteur H.Hp. On a:

—_— — —

H.H, = a(1) OA+a(2) OB + a(3) OC

e (b—c) (b+c) (—a*+b* + ¢?)

a(1) =

202 c2
22— 2
="z
—a? + b+ 2
W)= =g

P
Calculons le vecteur I1I5. On a:

— —

— —_

avec
p(1) = (Zatbre) (b-c) (atb—c) (a—btc) (b+c) (a+b+0)

B 2a2 b2 2
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(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

b(2) =
(2) 2a2c?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b(3) =
2a? b?
On a ainsi
e a? (a? = b? — ¢?) —
H.H, = I 1y

at —2a2b?2 4+ b4 —2a2c¢?2 —2b%2¢2 + ¢4

e
Calculons le vecteur H.Hp. On a:

avec s o
«(1) = (b—c) (b+c) (—a*+b*+?)
202 ¢?
a? — b2 — 2
2 —_
c(2) 2¢2
—a?+b*+ 2
e T

—_—
Calculons le vecteur I1 H.. On a:

—

P —— — —
ILH, = d(1) OA+d(2) OB +d(3) OC

avec
a(1) = (b—c) (b+c) (a* —b* + ¢?)
2a2 c?
b2 42 b2_ 2
d(2) = ( a” + c)
2a2 c?
a? — b+ 2
di3) = ——
(3) 2@2
On a ainsi ) ) ) )
—_— — b N
T, — a? (—a® +b* + ?) Ta

b2 (a? — b2 + 2)
Dessin = Dessin U{J1, Js, Js} = {A, B,C, H, Hy, Hy, H,, 11, I5, Jy, Jo, J3, M, N}
Les points composés sont Ji, Jo, J3.
On a les équations vectorielles

—_ —_
= —H,Jo+ JoH,

= —HyJs+ JsH,

ol o| =]

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire
— — —
= OHy+ OH.—20OJ;
= OH,+ OH.—2 0OJs
— — —
= OH,+ OHy,—2 0OJs

—
0

—
0

—
0
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Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
a?b? —bt+at 20—t —a?+ 0P+ —a2+b2+c2}

=1 402 2 4 Ar
g {a2—62—|—c2 —(a4—a2b2—2a202—b202+c4) a2—b2+62}
2 4 c2 ’ 4a? c2 ’ 4 a?
g {a2+b2—02 a’+ b2 —¢? —(a4—2a2b2+b4—a202—b2c2)}
5T 4 4a2 10212
—
Calculons le vecteur JoJ3. On a:
e — — —
JoJs = e(1) OA+e(2) OB +¢(3) OC

1) — (b—c) (b+c) (—a®+b*+ )
e(l) = 462 2
a? — b2 — 2
=0"7"C
e(2) 4c?
—a® + b2+ 2
e T

avec

Calculons le vecteur ]\WV . On a:
MN = f(1) OA+ f(2) OB + f(3) OC
avec
f@)_(a—b—@(b—@(a+b—@(a—b+@(b+@(a+b+@
B 4a2b?c2
£2) = (—a+b+c) (a+b;26(g—b+c) (a+b+c)
_(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
f@3)= YW

On a ainsi ) ) ) )
— a® (—a“+b°+c —
JoJ3 = ( ) MN

at —2a?b2 4+t —2a2c2 —-2b2c2 4+ 4

—_—
Calculons le vecteur JsJ3. On a:
—

— — —
Jods = g(1) OA+ g(2) OB+ ¢(3) OC
avec ( Y ) ( s 2)
b—c)(b+c) (—a*+b*+c
a2 b2 — 2
9(2) = e
—a? 4+ b% 4 2
g(3) = YR
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e
Calculons le vecteur NJy. On a:

avec
h1) = (b—c) (b+c) (a* —b*+ c?)
4a2c?
b2 42 b2 2
h(2) = ( a® + c )
4a2 c?
a? — b + 2
h(3) i
On a ainsi
— a? (—a2 + b2 + 02) s
JoJ3 2

b2 (a? — b2 + 2)

B R\\\Hﬁq C

Dessin = Dessin U{P,Q, R, S} ={A,B,C,H,H,, Hy, H., I1, I5, J1, Jo, J3s, M, N, P,Q, R, S}
Les points composés sont P, R, S, Q.
La projection du point Hy sur la droite (AB) est le point P de coordonnées barycentriques

(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) (a+b+c) (—a2+b2+02)2 0

P=A{ 402 2 ’ 402 2 0

La projection du point Hy sur la droite (BC') est le point @ de coordonnées barycentriques

(a2+b2—02)2 (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

@={0"—1mm 4a? b2 }

La projection du point H, sur la droite (AC) est le point S de coordonnées barycentriques

(@—b+ec)(atb—c) (—at+b+ec) (atb+e) (—a2+bQ+c2)2}

§=A 462 2 B 462 2
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La projection du point H, sur la droite (BC) est le point R de coordonnées barycentriques

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2—b2+02)2}

R =10
{0, 4a2c? ’ 4a2c?

—
Calculons le vecteur PS. On a:

— — — —
PS = i(1) OA+1i(2) OB+i(3) OC
avec
i(1)=0
“(—a? 12 2\2
z(2)— ( a“ + +c)
462 2
—a2 2 2\2
i(3) = CEFV+C)
4 b2 2
—
Calculons le vecteur BC'. On a:
— . —

avec
j(1) =0
J(2)=-1
j@3) =
On a ainsi . o
Ps = = :bgch) BC

—
Calculons le vecteur NR. On a:

avec )
B —(a2 — b2+ 02)
k(1) 4a2c?
k(2)=0
B (a2 — b+ 02)2
k(3) 4a2c?
—
Calculons le vecteur AC. On a:
— — — —
C =1(1) OA+1(2) OB+1(3) OC
avec
(1) = —1
1(2)=0
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1(3)=1
On a ainsi )
— (CL2 — b2 + 02) —
NR = A
4a2 c?

—
Calculons le vecteur M. On a:

avec )
- (a2 + b2 — 02)
m(1) = 4 a2 b2
(@ + 12— )
m(2) = 4 a2 b2
m(3) =

—
Calculons le vecteur AB. On a:

avec
n(l) = -1
n(2) =1
n(3)=0
On a ainsi )
2,32 _ 2
— (a +b c ) —
MQ = 120 AB
La distance PS? est égale &
P2 — a’ (a2 — b — 02)4
16 b* 4
La distance NR? est égale &
NR? — b2 (a2 — b+ 02)4
16 a* c*
La distance MQ? est égale &
MQQ B 2 (a2 42— 62)4

La distance H,R? est égale &

B (a2 -2 = 02)2 (a2 — b+ 02)2
16 a2 ¢4

La distance H,Q? est égale &

(a2 — b — 02)2 (a2 + b2 — 02)2

H,Q* =
aQ 16 a2 bt
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La distance H,S? est égale &

(—a2 + b2 — 02)2 (—a2 + b2+ 02)2

H,S? =
b3 1662 c4

La distance H,M? est égale &

(a2 + b2 — 02)2 (a2 — b+ 62)2

HyM? =
’ 16 at b2
La distance H.P? est égale &
P (a2 + b — 02)2 (—a2 +b% + 02)2
< 16 b4 c2
La distance H.N? est égale a
HN? — (a2 +b? — 02)2 (a2 — b+ 02)2
. =

16 a* c2

Equation du cercle passant par les points RN P

Le centre Cr = {z,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier CrR? — OrN? =0 et CrR? — C7P? = 0, soit
0=0a®—2a*? +a?b* —3a* 2 —4a®*° P - bv* P +3a%cH+ 202 = 8

+8a2b? P x+ (4a4c2+4a2b20274a2c4) Y

=a®bt —4a%° +6a*0® —4a b0+ 012 — a0 + 2080 2 — 40?0+ T2 B P — 40102
+4a8ct —6a bt —4a?ct+60°3 ¢t —6a° S +2a2b P — 45 +4at E 401 B —a? M
+(4aP?? —8a%b1? +8a b0 —8a ¥ + 4010 — 124502 ¢t + 124" b
+ 120200t — 1208 ¢t + 120t 0?4 12058 — 4?02 B — 41 Bz
+(4a? P —4a°b P — 40P +4a2 %2 —4a°0
+8atbtct —4a?10ct —4a' VP —4a® W P+ 420 By
La résolution de ce systeme linéaire donne
(a6b2 —3a*b* +3a%05 — b8 + ab 2 —3a2b402+2b602—3a4c4—3a2b204—2b4c4+3a2c6+262c6—08)
40?2 (—a+b—c) (a+b—c) 2 (—a+b+c) (a+b+c)

Tr =

(—a8+3a662—3a4b4+a2b6+2a602—3a4b202+b602—2a4c4—3a2b204—3b4c4+2a206—|—3b206—08)
4a2 (a—b—c)(a+b—c)c?(a—b+c) (a+b+c)
Les coordonnées du centre sont ainsi
Cp — {(aﬁb2—3a4b4—|—SaQb6—bg—i-a602—?)(121)402—1—219602—3a404—3(121)204—21)404—|—3an6—1—2ch6—cE
402 (—a+b—c)(a+b—c) 2 (—a+b+c) (a+b+c)
(—a8—|—3a6b2—3a4b4+a2b6+2a6c2—3a4b262+b662—2a4c4—3a262c4—Sb4c4+2a206+3b206—cS)
4a? (a—b—c) (a+b—c)c(a—b+c) (a+b+c) |
(—a8+2a6b2—2a4b4+2a2b6—b8+3a602—3a4b2c2—3a2b462+3b662—3a4c4—3b4c4—|—a206+b206).
4a°b? (—a+b—c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

y:
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Le rayon Rp au carré de ce cercle a pour valeur

R2 Num(R%)
77160202 (—a+b+c) (a+b—c) 2 (a—b+c) (a+b+c)

avec

Num(R%) = ab* —4a®b* +6a%0° — 4a*b® + a? ' + a'c? —3a% % ? + 2a°b* ? + 2% 10 ¢
32+ —4a A +2a5P A + 4t A+ 28285 A — 4t + 608 P+ 24 2 B
+2a20* P +60°5° —4a* B —3a202 B -4 B+ a0+ b2

Un point M* = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est

égale a cette valeur, soit

0=0a®X?—4a°?> X?+6a*b* X? — 4?0 X2+ 08 X? —4a%? X2+ 8a V* 2 X? —4a?b* ? X?
+6a* A X2 4202 X? 200 P X2 4’ S X2+ X428 XY -85 XY + 124 XY
—8a? XY 420 XY —4a° P XY +4a* XY +4a° 0 XY -4 XY +4a* XY
+ 82V A XY +40 A XY —4a> P XY -4 XY 428 XY +a®Y?2 —4a50?2 Y% + 64 b* Y?
—4a?Y?2 4+ 8Y? 4 P PY? + 82 Y2 45 P Y? —2a A Y2 — 42 P Y + 60 Y
A4SV P+ Y2 4208 X Z 45 0P X Z+ 40V X Z - 425X Z 428X 2 -8a5P X Z
+4a* VP XZ 48’V PXZ -4 XZ+120* A X Z+4a° P A XZ4+4 A X Z -8 X Z
+283XZ242a8Y Z—4d°PY Z+4a* V'Y Z 420 Y Z4+2088Y Z —4a°PY Z+8a* VP 2Y Z
+4a201 Y Z -8 PY Z+4a* Y Z4+4d* 0 Y Z+ 1200 Y Z —4a2SY Z -8 LY Z
—2a* 22 40822 —4a5P 2% —4a* P P 22 — 4P 0 P 22— 405 P 22+ 60 F 22 + 82 VPt 722
+6b1 22 —4a? P22 4P S22+ B2 -4 X Z24+28Y Z + a® 722

On vérifie directement que

CrS* = CrM? = CrQ* = R%
donc les points M, N, P,Q, R, S sont cocycliques.
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CHAPITRE

14

Points de Nagel et de Gergonne

14 Points de Nagel et de Gergonne

14.1 Points de Nagel et de Gergonne

Exercice 14.1.1

Soit ABC' un triangle, J le centre du cercle inscrit au triangle ABC, J, (resp. Jy, J.) le centre du
cercle ex-inscrit tangent extérieurement a BC (resp a AC, a AB), K le centre du cercle circonscrit, H
Uorthocentre, G le centre de gravité du triangle ABC.

1. Le point J se projette sur la droite (BC) (resp. (AC), (AB) ) en P, (resp. Py, P.). Montrer que
les droites (AP,), (BPF,), (CP.) se coupent en un méme point G, (appelé point de Gergonne).

2. Le point J, se projette sur la droite (BC) en Qg, le point Jy sur la droite (AC) en @y le point J.
sur la droite (AB) en Q.. Montrer que les droites (AQq), (BQs), (CQ.) se coupent en un méme
point N, (appelé point de Nagel).

3. Montrer que
RN —_—
GN,+2GJ =0

——— —
HN,+2 KJ=0

4. Calculer les distances AP?, BP2, C’PbQ. En  déduire que Ge est le barycentre de
{4, %a)v (B, %%)’ (C, Cipb)} et que N, est le barycentre de {A, AP.), (B, BF,), (C,Ch)}.

5. Déterminer le point isogonal de N, (resp. G.) relativement au triangle ABC'.

6. Déterminer les coordonnées barycentriques des points d’intersection Wy, Wy, W, de la droite N,G.
avec les cotés du triangle ABC' et les points Zy = (AJy) N (NoGe), Zog = (BJp) N (NgGe).
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Solution:

Dessin ={A,B,C,G, H, J, J,, Jp, Jc, K}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont J, J,, Jy, Jo, K, G, H.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

a b c
J:
{a+b+c’a+b+c’a+b+c}
—a b c
Ja: ) )
{—a+b+c —a+b+c —a—I—b—l—c}
a —b c
Jb_{a—b—i-c’a—b—i—c’a—b—i-c}
a b —c
JC_{a—}—b—c’a—i—b—c’a—i—b—c}
H= | (a2+b2—c2) (a2—62+02)
- Y(—a+bt+ec)(atb—c)(a—b+c)(at+b+c)
(—a2—|—b2+02) (a2+b2—02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a2+62+02) (az—bz—l-cZ) )
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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a? ((12—1)2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’

B (—a? + 5 — &?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2+b2 —02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

111
“=1ys

Dessin = Dessin U{P,, Py, Pz, Qq,Qp, Qc} = {A,B,C,G,H, J, Jy, Jy, Jo, K, Py, Py, Pe, Qq, Qp, Qc }
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont P, By, P, Qq, Qp, Qc-
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:
La projection du point J sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques
a+b—c a—b+ c}
2a ' 2a
La projection du point J sur la droite (AC) est le point P, de coordonnées barycentriques
a+b—c —a+b+c
P, = 0
b { 20 I) 20 }

La projection du point J sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques
a—b+c —a+b+c
, ,0}
2c 2c
La projection du point J, sur la droite (BC) est le point @), de coordonnées barycentriques
a—b+c a+b—c
={0
@a =10, 2a = 2a }
La projection du point J, sur la droite (AC) est le point @y de coordonnées barycentriques
—a+b+c a+b-—c
= 0
Qb { 2D s Yy 2D }
La projection du point J, sur la droite (AB) est le point Q). de coordonnées barycentriques

’0}

K =

Pa :{07

P. = {

—a+b+c a—b+c

Qc:{

2¢ " 2¢
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Dessin = Dessin U{G.} ={A,B,C,G,G., H,J, Jy, Jy, Jo, K, Py, Py, Pe, Qq, Qp, Qc}
Détermination du point G, :

Soit Ge le point (AFP,) N (BP,). Le point G, est composé.

Comme G, € (AP,), on a, en choisissant l'inconnue v

— P —

O0G, =v) OA+ (1-11) OB,

On déduit: . . . .,
OG. = a(1l) OA+a(2) OB +a(3) OC
a(l) =1,
a(2) = (a—l—b—chJ(l —11)
a(3) = (a—b+2021(1 —11)

Comme G, € (BPF;), on a, en choisissant I'inconnue 1

— — —
OG,=u; OB+ (1 — Ml) OP,

On déduit;:
—— — — —
OG. =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec (@tb-o )
a+b—c — U1
1) =
b(1) 55
b(2) =
(—a+b+0) (1-m)
b =
(3) 55
La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ¢1 donne
S —(a+b—c)(a—b+c) B (a—b—c) (a+b—c)
YT a2 2ab+ b2 —2ac—2bc+c? M= 2" 2ab1 62— 2ac—2bct &2
On déduit que:
—(a+b—c)(a—b+c) (a—b—c)(a+b—2c) (a—b—c)(a—b+c)

G, =

¢ {a2 —2ab + b2 — 2ac — 2bc + 2’ a? — 2ab + b — 2ac — 2bc + 2’ a? — 2ab + b2 —2ac—2bc+02}
Dessin = Dessin U{G.,} ={A,B,C,G,G¢,G.,, H, J, Jo, Jy, Jo, K, Py, Py, Pe, Qu, Qp, Qc}
Détermination du point G, :

Soit G, le point (AP,) N (CPF.). Le point Ge, est composé.

Comme G, € (AP,), on a, en choisissant 'inconnue 14

— — —
OG., =v, OA+ (1 —v,) OP,

On déduit:

— —

— —
OG., = c(1) OA+c(2) OB + ¢(3) OC
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C(l):I/l
(2) = (a—l—b—;zl(l—yl)
~(a=b+c)(1—u1)
«(3) = 2a :

On déduit: R
OG., =d(1) OA+d(2) OB +4d(3) OC
d(l) _ (a —b +2c)c(1 — /1’1)
4(2) (—a+b+2cc) (1—pu1)
d(3) =

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ;1 donne

b —(a+b—c) (a=b+c) B (a—b—c)(a—b+c)
YT a2 - 2ab+ b2 —2ac—2be+ 2 M T 0ab 102 —2ac—2bc+ 2
On déduit que:
—(a+b—c)(a—b+c) (a—b—c)(a+b—rc) (a—b—c)(a—b+c)

G = {a2 —2ab + b2 — 2ac — 2bc + 2’ a? — 2ab + b — 2ac — 2bc + 2’ a? — 2ab + b2 —2ac—2bc—|—c2}
Ainsi, les points G, et G¢, coincident, les droites (AP,), (BP,), (CP.) se coupent en un méme point.
Dessin = Dessin U{N,} = {4, B,C, G, Ge,Ge,, H, J, Ju, Jy, Jo, K, Nu, Pa, Py, Pr, Qu, Qp, Qc}
Détermination du point N, :

Soit N, le point (AQ,) N (BQs). Le point N, est composé.

Comme N, € (AQ,), on a, en choisissant 'inconnue v;

—_— — —
ON, =11 OA + (1 — 1/1) OQa

On déduit: . . .
ON, =e¢(1) OA+e(2) OB +¢(3) OC
e(l) =11
e(2) = (a—b—i—;?}(l — 1)
e(3) (a—i—b—zczl(l—yl)

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 216



Chapitre 14  Points de Nagel et de Gergonne La géométrie euclidienne par 'informatique I

Comme N, € (BQy), on a, en choisissant I'inconnue pq

— — —
ONy = p1 OB + (1 — 1) OQy

On déduit:
— — — —
ON, = f(1) OA+ f(2) OB + f(3) OC
avec ( bio) )
—a+0+c — 1
1) =
f(2)=m
_(a+b—c) (1 —pm)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
V_—a—i—b—i—c _a—b+c
YT a T bte M T avbte
On déduit que:
—a+b+c a—b+c a+b—c
N, = { }

a+b+c’at+b+catbte
Dessin = Dessin U{N,,} = {A, B, C, G, Ge, Ge,, H, J, Ju, Jy, Juy K, Ny, Nay, Pas Py, Pe, Qu, Qp, Qo)
Détermination du point N, :

Soit Ny, le point (AQ.) N (CQ.). Le point N,, est composé.

Comme N,, € (AQ,), on a, en choisissant I'inconnue v

ON,, =11 O—A +(1—11) OQ,

On déduit: . . .,
ON,, =g(1) OA+¢g(2) OB + ¢(3) OC
avec
g(1) =1,
(a—b+c) (1—1y)
2 =
9(2) g
B (a+b—c) (1 —vy)

Comme N,, € (CQ.), on a, en choisissant I'inconnue pq

— = e
ON,, = 1y OC + (1 — p1) OQ.

On déduit: .
ON,, = (1) OA + h(2) OB + h(3) ocC
avec 5 )
2¢c
_(a=b+ec) (1—pm)
n2) = 2c
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h(3) = m
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
—a+b+c a+b—c
VN = — [ —
! a+b+c =4 +b+c

On déduit que:
—a+b+c a—b+c a+b—c

a+b+c’a+b+da+b+c}
Ainsi, les points N, et N,, coincident, les droites (AQ,), (BQs), (CQ.) se coupent en un méme point.

Na1:{

—
Calculons le vecteur GN,. On a:

GN, = i(1) OA+i(2) OB +i(3) OC
avee o 2(-2a+b+c)
i) 3(a+b+c)
v 2(a—=2b+c)
O =3atr70
o 2(a+b—2¢)
i(3) 3(a+b+c)

_
Calculons le vecteur GJ. On a:

— — — —

GJ = j(1) OA+j(2) OB+ j(3) OC
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avec 5 ;
a—b—c
(1) 2a—b-c
i 3(a+b+c)
—a+2b—c
oy —at2b—c
i) 3(a+b+c)
oy (ma—=b+2c
B =5mrro
On a ainsi
— —
GN, = -2GJ

—_—
Calculons le vecteur HN,. On a:

— —

R — —
HN, = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC

avec
_ 2a (a?b—b*+a?c—2abc+b?c+bc® —c3)

k(1) =
(1) (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
k(2) 2b (a3—ab2—a20+2abc—b20—a62+c3)
(~a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
K(3) = 2¢ (a3—a2b—ab2+b3+2abc—ac2—bc2)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

—
Calculons le vecteur KJ. On a:

— — —

KJ = 1(1) OA+1(2) OB +1(3) OC

avec
(1) = a (a*b—b+a’c—2abc+b?c+bc? —P)
(~a+bte)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
1(2)_b(a3—ab2—a2c+2abc—b2c—a02+c3)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
1(3)_c(a3—a2b—ab2+b3+2abc—ac2—bc2)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

On a ainsi .

HN, = -2 KJ

La distance AP? est égale &

AB? (—a+b+c¢)? B (a—b—c)?
4c? B 4

AP? =
La distance BP? est égale &

BP? BC?(a—b+c)? _ (a—b+c)?
“ 4a? 4
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La distance C’Pb2 est égale a

AC?(a+b—c)*  (a+Db—c)

P? = =
CF 402 4
donc
AP — (—a+b+c)
c 2
BP — (a—b+c)
“ 2
a+b—c
Cszi( 5 )

Les coordonnées barycentriques de G, divisées par

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)
a’?—2ab+b>—2ac—2bc+c?

deviennent
1 1 1

{fa+b+c’afb+c’a+bfc}
donc G est le barycentre de {4, A%%L (B, %&)’ (C, %&)} On procéde de méme pour IV, par division par

a+b+c
5). Le point isogonal d’un point M = {X;, X9, X3} relativement au triangle ABC est le point

M* a2X2X3 b2X1 X3 62X1 XQ

:{C2X1X2+1)2X1X3+a2X2X3762X1X2+b2X1X3+a2X2X3702X1X2+b2X1X3+a2X2X3}
En appliquant cette formule & N, et a G¢, nous obtenons
a?(a+b—c)(a—b+c)
(a+b+c) (a®—a2b—ab?+b3—a2c+4abc—b2c—ac?—bc2+c3)’
b (a+b—c) (—a+b+c)
(a+b+c) (a®—a2b—ab?+b®—a?c+4abc—b2c—ac2—bc2+c3)’
(—a+b+c)c? (a—b+c) )
(a+b+c)(a®—a?b—ab?+b—a2c+4dabc—b2c—ac?—bc?+c3)

Ny =A

G = | a?(a—b—c)
c ad—a?b—ab?+b3—a2c—b2c—ac?—bc2+c3’
b’ (—a+b—c)
ad—a?b—ab?+b —a?c—bc—ac?—bc?+c3’
—(a+b—c)c?

a’ —a?b—ab?+ b —a2c—b2c—ac? —bc2+c3}
6). Dessin = Dessin U{W,} = {A, B,C, G, Ge,Ge,, H, J, Ju, Jp, Jos K, Nu, Nay s Pa, By, Po, Qs Qpy Qoy Wo
Détermination du point W, :
Soit W, le point (AB) N (N,Ge). Le point W, est composé.
On obtient apres calculs

b(a—c)(a—b+c) a(—a+b+c)(b—2c)
c(a2+b —ac—bec) c(a?2+b>—ac—bc)

Wc:{ 70}
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Dessin = Dessin U{W}} = {A,B,C,G,Ge,Ge,, H, J, Jy, Jp, Jo, K, No, Noy, Pa, Py, Pe, Qa, Qp, Qcy Wy, We}
Détermination du point W :

Soit W, le point (AC) N (N,G.). Le point W}, est composé.

On obtient apres calculs

(a—0b) (a+b—c)c a(a—b—c)(b—c)}
b(a®2—ab—bc+c?) b (a?—ab—bc+c?)

Wy = {

Dessin = Dessin U{W,} ={A,B,C,G,Ge,G.,,H, J, Jy, Jp, Jo;, K, No, Nuy, Pa, Py, Pe, Qa, Qp, Qc,
W, Wy, Wt

Détermination du point W, :

Soit W, le point (BC) N (NgGe). Le point W, est composé.

On obtient apres calculs

(a—=b)(a+b—c)c b(a—c)(a—b+c)
a(ab—b +ac—c?) a(ab—0*+ac—c?)

Wa = {07 }

Dessin = Dessin U{Z,} = {A,B,C,G,Ge,Ge,, H, J, Jy, Jp, Jo, K, Nu, Nuy, Pu, Py, Pe, Qa, Qp, Qc,
Wo, Wy, We, Zo }

Détermination du point 7, :

Soit Z, le point (BJy) N (N,Ge). Le point Z, est composé.

On obtient aprés calculs

b(a—b+c) —a’b+ab?+a’c—abc+b’c+ac?—bc® b(a—b+e)

Ly = 5 )
{c(a—l—b—i-c) ac(a+b+c) a(a+b+c)

}

Dessin = Dessin U{Zy} = {A,B,C,G,G¢,Ge,, H, J, Jo, Jp, Jo, K, No, Nuy, Pa, Py, Pey Qa, Qp, Qc,
Wa, Wh, I”V(‘v Z a Z b}

Détermination du point Zj, :

Soit Zy, le point (AJ,) N (N,Ge). Le point Zj, est composé.

On obtient apres calculs

a?b—ab?>+a’c—abc+b?c—ac?+bc® a(—a+b+c) a(—a+b+c)

Zo =1 be (a+b+c) "clatbtc)  batbto)

}
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CHAPITRE

15

Théoremes du papillon

15 Théoremes du papillon

15.1 Théoréme du papillon simple

Exercice 15.1.1 Papillon classique

Sotent A,C, B, D quatre points distincts d’un cercle tels que les droites (AB) et (CD) se coupent en
W. Designant par PQ une corde du cercle passant par W (W non nécessairement le milieu de PQ), on
note M (resp. N ) le point d’intersection de la corde (PQ) avec le segment (AD) (resp. avec le segment
(BC)).
Etablir la formule

NW .- MP- QW = MW.- NQ- WP
En déduire que ’égalité des distances PW = WQ implique MW = W N.

Le multirapport

PM WN QW

T(PaMamNaQaW): MW NQ WP

a donc pour valeur 1.

C

Solution:
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.
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On pose AB =c¢, BC =a, AC =b.
Il existe X,Y (resp. X1,Y7) tel que l'on ait

AXY
D={XYV,—————
Xy, b2X+a2Y}
AX1y
P={Xx,Yy,, ————~—
CSEREE b2X1—|—a2Y1}

On notera que ces coordonnées barycentriques ne sont pas normalisées. Pour éviter les calculs volumineux,
onpose Y =t X et Y1 =11 X;.

Dessin = {A,B,C, D, P}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, P.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

p— { b2 —|—CL2 i t1 (b2 +CL2 tl) 2 t1 }
b2—|—a2t1—|—b2t1—02t1+a2t12’b2—|—a2t1—|—b2t1 —02t1+a2t12’ —b2 —a?t1 — b2t + 2 —CL27§12
b2 + a2t t(b2+a2t) 2t

b= {b2+a2t—|—b2t—02t+a2t2’ +a2t+ 02t —c2t+ a2 —b? —a2t—b2t—|—c2t—a2t2}
Dessin = Dessin U{W} ={A,B,C,D,P,W}
Détermination du point W :
Soit W le point (AB) N (CD). Le point W est composé.
Comme W € (AB), on a, en choisissant les inconnues v

P — —

OW =v1 OA+(1—-1,) OB
Comme W € (CD), on a, en choisissant les inconnues

— — —

OW =pu OC+ (1 —py) OD

On déduit:

— — —

OW = b(1) OA + b(2) OB + b(3) OC
avec
(1—p1) (b* +a®t)

T R4+ a2t+ b2t — 2t +alt?

(1= 1) t (b*+a?t)
TR+ a2t+ b2t — 2t +alt?
Vg —ct+a? it +b2ppt+a®pgt?

b2+ a2t +b%t — 2t + a?t?
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

b(1)

b(2)

b(3) =

1 2t
VN = —- =
YY1 MTaro et a2

On déduit que:
1 t

W= {1+t’1+t’0}
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Dessin = Dessin U{Q} ={A,B,C,D,P,Q,W}
On construit un point @) temporaire égal au barycentre de {(P,1 — k), (W, k)} donc

— — —
0Q = (1—k) OP+kOW
On déduit les coordonnées barycentriques du point composé temporaire Q:

0— {b2+b2t—b2kt+a2t1+b2kt1—czkt1+a2tt1—antt1+a2kt12

(1+1) (B2 + a2ty + b2ty — 2ty +a?t1?) ’
BPkt+b2t — b2kt +0%tty +a’ktt; —Pktty +a’t1? —a? k12 + att,?
(1+1t) (B2 +a2t; +b2t; — 2ty +a?t1?) ’

62 (1—k) tl
—bQ—aZtl—b2t1+c2t1—a2t12}
Les coordonnées {X,Y, Z} de Q satisfont ¢ XY +b?> X Z + a®Y Z = 0 puisque @ appartient au cercle,
soit

Pt+02t2 — b2kt +a’ktty + 02 ktty —ktty+a’t? —a’kty> +a’tt2=0
ce qui donne la valeur
Pt 4 aP i+ Pt
22— a2ttty — b2ttt + 2tty +aty?

En revenant a la description temporaire de @), on obtient ainsi

k

_ a? (t1—t) &
@= {b2t2—a2tt1—b2tt1+c2tt1+a2t12’
bit (t —ty1)
b212 — a2ttty — b2ttty + 2ttty +a?t?’
—2tty

5 )

b2t2 —a2tty — b2ttty +c2tty + a2ty

—
Calculons le vecteur W P. On a:

— — —

WP = c(1) OA+c(2) OB + c(3) OC

avec
B2t —b%t + 2t +a’tt —a’ty?

1) =
(1) (1+1t) (b2 + a2ty + b2t — 2t + a?t1?)
@) V2402t —a?tty + Attty + a?ty?
C fry
(L+1t) (P +a?t + 02t — Pty +a’t?)
2
—c%t
¢(3) = —

(b2 +a%t; + b2t — 2ty +a?t?)

Calculons le vecteur W . On a:

— — —

QW = d(1) OA +d(2) OB + d(3) OC
avec
t (bt =02t + Pt 4+ a’ bty — a®t?)

d(1) =
(1) (1+1t) (0282 —a2tt; — b2ttt + 2ttt +a’t,?)
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—t (Pt — bty +a’tty — P tty —a®t1?)
(1+1t) (V282 — a2ttty —b2tt) + 2ttty +a?t1?)
- —2tty
b2t — a2ttty — b2ttty + 2 tty +a?ty?

d(2) =

d(3)
On a ainsi
V12 —atty — bttty +Atty +a’th? oW

t (b2 +a?ty +b%t — 2t +at?)

Dessin = Dessin UN = {A,B,C,D,N,P,Q,W}
Détermination du point N :
Soit N le point (WQ) N (BC). Le point N est composé.
Comme N € (WWQ), on a, en choisissant les inconnues v

—
WP =

— — —
ON = (1-1v1) OQ +vy OW

On déduit:
—_— — —_— —
ON =e(1) OA +¢(2) OB +¢(3) OC
avec
) it —att; —Putti+Evitt —ad? Pt + a2t +a?t12 +a?tt2 — a? vt g2
e =
(1+1t) (b212 —a2tty — b2tty + 2ttty +a?t,?)
@ t (Pt =Pt + 022 — b2t + b vt — VP tt —a® vttty + P tt +a’ v th?)
e =

(1+1t) (0212 —a2tty —b2tty + 2ttty +a?t,?)
B A (1—uw)tt
Cb2t2 —a2tt; — b2ttt + 2ttty +a?t?

Comme N € (BC), on a, en choisissant les inconnues j;

e(3)

— — —
ON =p1 OB+ (1 — 1) OC
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

(t—t1) (B*+a*ty)

V1 =
YT 020 + 2ty +altt — alty?
_ a®(1+1) (t—t1) t
M= 02— b2t + 2ty + a2t ity — a2ty?)
On déduit que:
(t—t1) (b*+a*t1) Aty

N = {0

5}

"2t —b2t 4+t +a?tt; —a?t2 b2t — b2t + 2t +altty —a’t
f—

Calculons le vecteur NW. On a:

— — —

NW = g(1) OA + g(2) OB + g(3) OC

avec
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b2t + b2t —att; + Attty +aty?
(1+1t) (B2t — b2ty + 2ty +a?tty —a?ty?)
- —C2t1
D2t =02t + 2t +att; —a?ty?

9(2) =

9(3)

—
Calculons le vecteur N@. On a:

avec 9
ty (—t+t
h(1) = 523 2a12( +12) 21 2
b2t2 —a?tty — b2ty + Atty +a’ty
h2) = a? (t—t1) ty (bt —b*t1 4+ a’tt — P ity —a®t?)
(b2t — b2t + 2ty +a?tty —a?t12) (B2t2 —a?tty — b2 tty + 2 tt +a?t?)
h3) = a’c (1+1) (t—t) t1°
(b2t — b2t + 2ty +a?tty —a?t1?) (B2t2 —a?tty — b2 tty + 2ttty +a?t?)
On a ainsi

Ve t+alth + Vi - th —a’h? =
a2 (1+1t) (t—t1) t1 @

Dessin = Dessin UM ={A,B,C,D,M,N,P,Q,W}

Détermination du point M :

Soit M le point (WQ) N (AD). Le point M est composé.

Comme M € (WQ), on a, en choisissant les inconnues v,

—
NW =

—

OM =(1—v1) OQ + v, OW

On déduit:
OM =i(1) OA+i(2) OB +i(3) OC
avec
) Pt —att —Putt + vttt —ad? Pt + a2t + a2 +a’tt? — a? v t 2
1 =
(1+1t) (b212 —a2tty — b2tty + 2ttty + a?t1?)
@) t (Pt =Pt + 022 — b t + b2ty — VPt —a® vttty + P ot +at v th?)
Z pry

(1+1t) (0212 —a?tty — b tty + 2ttty + a?t1?)

(3) 02 (1 — Vl) ttl
Z pr
b2t2 — a2ttty — b2ttty + 2ttty + a?ty2

Comme M € (AD), on a, en choisissant les inconnues jq

—

OM =11y OA+ (1—m) OD

On déduit:

— — —

OM = j(1) OA+j(2) OB + j(3) OC

—~

avec
P+t it — At +a®

b2 4+a2t+b2t—c2t+a2t?

i(1)
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(1—p1) t (b +a?t)
TRt 2t — Rl a2
oy A (l—m)t
8= i it =P
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

3(2)

(t—t1) (B*+a*ty)

V1 =
LT Rt 202ttty £ 02t — 2ty +alt2t, — alty?
t(1+1t) (0*+a*th)
M R 902 tt, 402t — Pt + a2ty — a’t,?
On déduit que:
M= { B2t+2a%tty —a’t?

b2t +2a2tty + b2ttty — 2ttty +a?t2ty —a?ty?’
t (b +a*t)
b2t 4+ 2a?tty +b2tty — 2ttty +a?t?ty —a?t,2’
Aty
—b2t—2a%tt; —b2tt; + 2ty —a2t2t1+a2t12}

—
Calculons le vecteur MW . On a:

— — — —

MW = k(1) OA+k(2) OB + k(3) OC

avec
k(1) = —t (Pt —b*t1 + Pty +a’tt — a’t,?)
(1 4t) (B2t+2a2tty + b2t — 2ttty + a2t — a?ty?)
k(2) = t (Pt —b*t +a?tt — Pt —a*th?)
(L Ht) (B2t 4202ttty 2t — 2ttty + a2t — a?ty?)
2
—c2tt
k(3) =

T B2t —2a2tt — b2t + Pt — a2 2ty + a2 t,2

—
Calculons le vecteur M P. On a:

— — —

MP = i(1) OA+1(2) OB +1(3) OC

avec
) = a’ty (—t+t1) (— (b%t) + 02t — Pty —a®tt +a’y?)
(B2t +2atty Fb2tty — c2tty +a2t2ty —a?t1?) (b2 4+ a2ty + b2t — 2ty +a?ty?)
1) a? (—t+t1) t1 (bt =02t +atty — Ptty —a*ty?)
(B2t +2a2tty + b2t — 2ttty + a2t —a?ty?) (b2 + a2ty + b2t — 2ty + a?t?)
13) a?c® (1+1t) t12 (—t+1t)
(B2t +2a2tty +b2tt; — Atty +a?t2t) —a?2t1?) (V2 + a2ty + b2t — 2ty + a?t,?)
On a ainsi

i (b +aty + b7t — Pty +a?ty?) TP
a? (1+t) (tl —t) t
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Posons
PR —aPtty — b2 tt 4 Pty +a®ty?

ki =
! t(b2—|—a2t1—|—b2t1—02t1+a2t12)
V22 +altt, + 0%ttt — Ptty — a®t?
ko =
a2 (141t) (t—t1) t
" t (b2 4+ a*ty + bt — Pty +a?t?)
3:

a2 (1+1t) (t1—1t) t

On a kfzs = 1. Il résulte que
NW - -MP-QW = MW -NQ-WP

2). Posons PW = QW = K avec K fixé. L’égalité se simplifie en NW MP = MW NQ, soit

NW (MW + WP)= MW (NW + WQ)

donc NW WP = MW WQ. Ainsi, (-K) NW = (—K) MW équivaut & W milieu de [MP].

15.2 Théoréme du papillon simple pour une conique

Exercice 15.2.1
Soient I' une conique par quatre points distincts A, B,C, D et P, Q deux points de I' distincts des points
précédents. On considere les points M, N, My, Ny de la droite (PQ) définis par

M=(BC)N(PQ) Mi=(AC)N(PQ) N=(BD)N(PQ) N =(AD)n(PQ)

Montrer que

MP NQ MM, = NiQ DMLP MN
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B

L’égalité est identique a

PM NQ@Q NiM;
MN QN MP
soit r(P, M, N,Q, N1, My) = —1, r désignant le multi-rapport.
Solution:
Nous abrégeons les calculs des diverses intersections. L’équation de la conique est de la forme

=1

EXY AP/ XZ+d®6YZ=0

Comme dans le théoreme du papillon simple, on a supprimé les variables naturelles X, Y, X7, Y7, Xo, Y5
en posant Y =t X, Y] =t X1, Yo =12 Xo.

Dessin ={A, B,C, D, P,Q}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont D, P, Q.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

D=1 b2 By + a® Bat
V201 4+ b2 Bt +a? Bat — 2t + a? Bot?’
t (b? B1+a? Bart)
b2 01+ b2 Bt +a? Bat — 2t + a? Bat?’
2t
—b2ﬁl—b251t—a262t+c2t—a252t2}
V2 By +a? Bty
V261 + 02 Bt +a? Paty — Pty +a? Bty ?
t1 (B? B +a?Baty)
V261 + 02 Bt +a? Paty — Pty +a? Bty
C2t1
VP — VPt —a? fPats + 2ty —a? Paty

P={

5}
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b? 1 + a® Bato
b2 01 4 0% Bita + a® oty — P tg + a? Bata?’
ty (b2 51+ a? Barts)
b2 31 + b2 B1to + a2 Baty — 2ty + a? Boto?’
62 tg
—b2 31 — b2 Brty — a® Pata + 2ty — a? oty
Dessin = Dessin U{M} = {A,B,C,D, M, P,Q}
Détermination du point M :
Soit M le point (BC) N (PQ). Le point M est composé.
Comme M € (BC), on a, en choisissant I'inconnue 14

Q= {

3t

—_— — —
OM =1, OB—i—(l—Vl) ocC
Comme M € (PQ), on a, en choisissant 'inconnue 1
- — —
OM = py OP + (1 — 1) OQ

Nous obtenons
_ (b* B1+a? Batr) (0% B1+ a® B2 ta)
bE312 — b2 B1c® +a2b2 By Bats + a2 b2 B Pots +at Pt t
(b* BL+ b Brt1 4 a® Baty — Pty + a? o tr?) (b B1 + a? Pata)
(ti —t2) (V1312 =2 Br 2+ a2 b2 By oty + a2 b2 By Bata + a* Bo? b1 L)

vy

M1 =
et

0 (b? B1 4+ a® Baty) (b2 B1+ a® Baty)
TVEB1 =02 B2+ a2 b2 By Baty + a2 b By Baty + at BoP byt
_b2 ,81 02
b 312 — b2 By c® + a? b2 By oty + a2 b2 By Bato +a4622t1t2}
Dessin = Dessin U{M;} ={A, B,C,D, M, M, P,Q}
Détermination du point M; :
Soit M le point (AC) N (PQ). Le point M; est composé.
Comme M; € (AC), on a, en choisissant l'inconnue v

M= {

-

== —
OM; =1 OA+(1—V1) O
Comme M; € (PQ), on a, en choisissant 'inconnue g
—_— — —
OM1 = U1 OP -+ (1 - /Ll) OQ

Nous obtenons

_ (b* B1 4 a® Bat1) (b*P1+ a? Bata)
V317 + a2 b2 By Boty + a2 b2 By Bata + at Botity — a2 Bty ta

(b? BL+ 0 Brt1 + a® Bat1 — Pty + a® Bot1?) by (b B1 4 a® Pata)
(ta — t1) (b2 Br* + a2 b By Bat1 + a2 b? By oty + a* Bo® byt — a? Bo Pty ty)

141

p =

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 230



Chapitre 15 Théorémes du papillon La géométrie euclidienne par I'informatique I

(b? 1+ a* Batr) (b2 B +a®Bats)
0
b3+ a2 b2 By Bats + a? b2 By Bata + at B tita —a? Bty ty’
—a,2 ﬁg 02 tl tQ
b 3% + a2 b? By Baty + a2 b? By Boty + at B’ ti ty —a2ﬁ2027§1t2}
Dessin = Dessin U{N} ={A,B,C,D, M, M;,N, P,Q}
Détermination du point N :
Soit N le point (BD) N (PQ). Le point N est composé.
Comme N € (BD), on a, en choisissant 'inconnue v;

M = {

— — —
ON =1y OB+(1—V1) oD
Comme N € (PQ), on a, en choisissant 'inconnue
— — —
ON = pu1 OP + (1 — 1) OQ
Nous obtenons

a’ By (t1 —t) (t —ta)

T 2B 10261t + a2 fat — Pt + a2 Patts + a2 fatts— a2 fatsts
B (b2 L+ b? Brt1r 4+ a? Baty — Pty + a® P tr?) (¢ —t2)
H (t1 —t2) (?B1+ V201t +a?Pat—c2t+a?fatts +a? Patty —a? Patyta)

b2 B+ a? Bat
231 + 231t +a2Bat —c2t+a?Potty +a?PBotto —a?Patytsy’
V2Bt +a?Batty 4+ a®Batty —a? Patity
201 +02B1t+a?PBat —c2t+a?fatt; +afotty —a2Batity’
A2t
=020 =02 it —a?fBat+ 2t —a?fBatty —a? fatty +G2ﬁ2t1t2}
Dessin = Dessin U{N,} = {A,B,C,D, M, M;,N, N1, P,Q}
Détermination du point Ny :
Soit N1 le point (AD) N (PQ). Le point Ny est composé.
Comme N; € (AD), on a, en choisissant l'inconnue v

N =

— — —
ON; =14 OA+(1—V1) OD

Comme N; € (PQ), on a, en choisissant I'inconnue p

_— =

—
ON1 = U1 OP+ (1 —,ul) OQ
Nous obtenons

b2 31 (t—t1) (t —t2)

T (B2 B1t—b2[1t1 — b2 Brta — b2 Bitita —a? Patity + 2ty ta — a? Patty ta)
B (0% B1+ 0% ity 4 a® Baty — Pty + a® B th?) to (E — )
F = (t1 —t2) (=021t +b2B1t1 + b2 Brta + b2 P11t + a? Batita — 2ty ta + a2 Battyta)
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—b2B1t+0? Bty + b2 Bty +a? Batyts
V2Bt +D2Brt + 2Bty + 02 Bttty +a? Patito — c2tita a2 Bottity’
(=b?B1 +a®Bat ) tit
21t —b2 31ty — b2 Bt — b2 Brt1ta —a? Batita+ 2tyta —a? Batty by’
2
C tth }
V21t =001t — b2 Bty — b2 Bitita —a? Patita+ 2tity —a? Patiy by

—
Calculons le vecteur M P. On a:

N =]

— —

MP = i(1) OA+i(2) OB +i(3) OC

avec 2 2
i(1) = b* B1 +a” B2t
231+ b2 Brty +a? Baty — 2ty + a? Ba by
i(2) = — (021 + a2 Boty) (512 + a2 62 By Baty + a2 b2 By Baty + at B2ty ty — a2 By Pty 1)
(02 01 + 0% Brt1 +a® Baty — 2ty + a2 o ts?) (b4612 26,2+ a2b2 B Baty + a2 b2 By oty + at Bty t2)
i(3) = ¢ (0% By +a® Batr) (B — a® Bt ta)

(5261 + b261 11 +a262 t1 — c? t1 + a? ﬂg t12) (54612 — bQﬁl c? —|—a2 b2 ﬁl ﬁQ t1 + a? b2,81 ,Bth + a4ﬂ22t1 tg)

—_—
Calculons le vecteur N1Q. On a:

— —

NQ = j(1) OA+j(2) OB +(3) OC

avec
(1) = (ta —t) ta (b2 317 — 02 Br® + a? 0% By Bot1 + a? b2 By Bata + a* Bo* b to)
Jx
i(2) = (t—t2) ta (b2 3%+ a®b? By oty + a® b2 B1 Boto + a* Bo® tita — a® Ba Pt 1)
Jx
. ¢ (ty —t) by (0% 1 — a® oty to)
i(3) = .
I
avec 2 2 2 2 2 2 2
Jo= (0 Brt —b° Bty — 0% Brtg — b Brty by — a® Batita + Pty by — a® Bat ity to)
(0* B+ 0% Prta + a® Baty — P ta + a® B 127)
— —
On a ainsi MP = %ZZL N1Q avec

Num = (—bzﬁlt—l—bZﬁltl—I—bQﬂth—i—bZﬁltltg+a252t1t2—02t1t2+a252tt1t2)
(02 B+ 0% Brta + a® Baty — P o+ a® Bata?) (b2 1+ a® Baty)
Den = (t —t3) to (B8 513 —b* 122 + 05813t +2a2 b2 512 Baty — 262 5122ty — a? 2 By Bo Pty + b2 B Pty
+2a0* 512 Bat1? + a b2 B1 Bo? t1? — 24?1 By Ba a4 at 1P By Bo? 1P + a? b By Bata + a? b 512 oty to
+2a*b? By Bo? t1ta — a 0% B1 Ba P tita +2a b By BoP ity + a® Bo 1Pty — a Bo? P t1? ta + a® BoP 117 o)

—
Calculons le vecteur M;P. On a:

MP = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC
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avec
k(1) = —t1 (D2 B1+a?Batr) (* B2 — b2 Brc2+a? b2 By Bots +a?b% B Pats + at B th 1)
B ko (04512 4 a2 02 By Bats +a2b2 By fots + at Bo’ tita — a2 Bo 2ty 1)
t1 (V% B1+a®Bat
k(2) = 1( B+ a” P2 1)
k.
—c?ty (0% B1+a? Baty) (b7 Br—a® Batrta)

kv (b2B1° 4+ a2 0% 1 Baty + a? b2 By Paty + a* fo” t1 bty — a? B2 2ty to)

avec

ky = (6261+b2ﬂ1t1+a2ﬁ2t1—62t1+a2ﬁ2t12)

—
Calculons le vecteur N@Q. On a:

— —

NG = (1) OA+1(2) OB +1(3) OC

avee ) = (t —ta) (b*B1? — 0% B1® + a? b2 By Baty + a2 b2 B Baty + a' Bo® b to)
Lo (02 01+ 02 Brta + a? Baty — 2ty + a2 Bata?)
1) = (ta —t) (b* 31+ a® 0% By Botr + a2 02 By otz + a B’ tita — a® Bo Pty t2))
L (0% By + b2 Br ta + a® Bata — Pty + a? Ba 1o
3 A (t—t2) (b1 — a® Patyt)
L (0281 + 02 Brta +a? Baty — by + a2 B 15?)
avec
L= (VB4 Bit+aBot — Pt +a® ottty +a’ Potts — a® Batito)
= Num 773
On a ainsi M 1P = 5% NQ avec

Num = —t; (0> 81 +a® Bot1)
(0 B1+ b2 Bt +a® Bot — Pt +a’ Potts +a® Batts — a® oty ts)
(6% B1 + 0% Bita + a® Baty — by + a” Ba t5)

Den = (t — tg) (b6 ﬂ13 + bG ﬂlg t1+ 2 CL2 b4 ﬁ12 ﬂg t1 — b4 ﬂ12 62 t1 + 2 CL2 b4 ﬁ12 ﬁg t12 + CL4 b2 ﬂl ﬂ22 t12
—a® VB Brc® i+ a0 By B’ P + P b B Bata + a1 B Batita +2a’ b2 By BoP it
—2a%0% B1 Ba P tita +2a 02 B1 B’ t12 ta + ab BoP t17 ty — a® V2 By Bo Pt by — 2at B2 P b1 o
+a® Bt t1?ty +ab BP 3 ty — at B2 Pty t2)

—_—
Calculons le vecteur M N. On a:

— — — —
0]

MN = m(1) OA+m(2) OB +m(3)

avec
VB +a? Bt

m(1) -
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(0281 +a? Bat) (b1B1% +a?b? By Boty + a® b2 By Bata + a B’ tits — a® B Pty ta)
my (b4 517 — 02 B1 2 + a2 % By Bty + a2 b2 By Pata + at Bo* b ty)

A (b2 Br+a? Bat) (b?B1—a® Bty ta)
my (b4 B1% — b2 B1c® + a2 b2 By Bat1 + a2 b2 By Ba ta + at Bo® b1 1)

m(2) = —

m(3) =

avec
my = (b2 61+ % Brt +a? Bot — Pt +a® fotts +a® Patty — a® Potits)
T
Calculons le vecteur M;N;. On a:

— —

— —
avec

(b2 61+ a® 155 t) t1l2 (b4 ﬁ12 —b? 061 4 a’b? b1 B2t + a® b? 81 Pate + at 522 t1 tg)

)= (b B1* + a2 0% By Bat1 + a2 b2 By Baty + a* Bo® tity — a? Bo Pty ty) n

b2 01+ a® Pat ) tity

Ty

n(2) = (

—c? (b2 1+ a* Bat) tity (b2 01 — a® Pati ta)
V617 +a2b2 By Boty + a2 b2 By Bats + at B’ tita — a2 B 2t ta) n

n(3) =
()(

avec
ny = (=Bt +b>Brts + " Prta+ 0 Prtita+a® Batity — ity +a® fattyta)

fal Num
On a ainsi MN = 7% M;N; avec

Num = (b* 81 + a® b* By faty + a® b By Bata + a* Bo® trta — a® Ba ¢ 11 o)
(=0 Bt +b* oty + b Buta +0° Brtsta +a® Patity — S tita +a® Battyty)

Den =t (*bZﬂl 7b251t7a2ﬂ2t+c2t7a2ﬁgtt1 *a2ﬁ2tt2+a2ﬁgt1t2)
(0" 31?2 — 0% Br & + a® b2 By Bat1 + a® b2 By Bata + a* B2’ t t2)

On a ainsi

MP MiP MN

NQ NQ M;N;

identique a

MP NQ M\N, = N.Q M, P MN

Exercice 15.2.2

Soient A,C, B, D quatre points distincts d’une conique tels que les droites (AB) et (CD) se coupent en
W. Soient P et QQ deux points de la conique tels que la droite (PQ) passe par W, Ny (resp. M) le point
d’intersection de (PQ) avec le segment (AD) (resp. avec le segment (BC)). Montrer que PW = WQ

implique N\W = WM.
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Solution:
Le raisonnement est identique a celui du cercle. En posant W = N = M, ’égalité de I'exercice précédent
devient

MP WQ WN, = N\Q WP MW
L'égalité QW = WP implique MP MW = N.Q MW, soit

(MW + WP) MW = (MW + WQ) MW

Il suit WP NiW = WQ MW qui implique WN; = MW.

15.3 Théoreme du papillon double pour une conique

Exercice 15.3.1

Soient I' une conique passant par quatre points distincts A, B,C, D et P, Q) deux points de I' distincts
des points précédents. Soient A*, B*,C*, D* quatre points distincts de la conique. On consideére les points
M, N, My, Ny, M*, N*, M, Ny de la droite (PQ) définis par

M=(BC)N(PQ) Mi=(AC)N(PQ) N=(BD)N(PQ) N =(AD)n(PQ)
M*=(B*CY)N(PQ)  Mj=(A'C")N(PQ) N'=(B'D)N(PQ) Ni=(A"D")N(PQ)

On suppose que

PN; = NfQ PM = M*Q PN = N*Q
Montrer que PM; = M{Q.
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Solution:
On a les égalités

M*P N*Q M{N{ = N{Q M{P M*N*
et

MP N@Q MiN; = N1Q MiP MN
Les points sont tous situés sur une méme droite. Orientons cette droite (PQ) et désignons par
m?”amlvnlam*vn*amiani

les coordonnées des points M, N, My, Ny, M*, N*, M|, N{, en ayant fait choix d’un point origine O sur
cette droite. Le descriptif des points Ny, M™*, N* est alors

nj=q+p-n1 m'=q+p-m n =q+p-n

et les deux égalités multiplicatives deviennnent

*

(p—m7) (¢ —n") (nf —m1) = (¢ —ni) (p —my) (n" —m") =0
(p—m)(¢—n)(n1—mi)—(g—m)(p—mi)(n—m)=
en notant que la premiere équation se développe selon
O=mnni—mnip—mniqg+mpqg—npqg+nipg+mi (—mn+mn; —nni+np+nqg—pq)

Leur somme fournit I'identité

(—=m1—mi+p+q) (mn—mm+nm —np-—ng+pg) =0
d’ou suit

mi+mj —p—q=0
identique a PM; = M{Q.
En effet, lorsque N # Ny, la condition (mn —mmnj; +nn; —np —nq+ pq) = 0 impliquerait
mnny —mnip—mniqg+mpq—npqg+nipg=0

d’ott suivrait n = ny (en prenant pour origine le point M sur la droite (PQ), soit m = 0, il reste
—npq+nypq=0), exclu. Lorsque N = Ny, la condition (mn —mmn; +nn; —np—nq+pq) = 0 s’écrit

n? —np—nqg+pqg=0donc pqg =0 absurde (en prenant cette fois pour origine le point N sur la droite

(PQ)).
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CHAPITRE

16

Théoremes de Napoléon et théoremes semblables

16 Théoremes de Napoléon et théoremes semblables

16.1 Exercice préliminaire

Exercice 16.1.1
Soit ABC' un triangle, mq, et my deux réels. Déterminer les coordonnées barycentriques des points My,
et MY assujettis auz conditions de distances AMy, = mq AB et BMy, = my AB. Meéme question pour
les points Mye, My, Mcq, M7, (avec les conditions BMy, = ny BC, CMy. = n.BC et CM.q = p.CA,
AM., =ps CA).

Solution:

Dessin ={A, B,C, M}

On choisit les coordonnées barycentriques de My, de la forme My, = {z,y,1 —x —y}, z et y devant étre
calculés en fonction de mg,, my et des longueurs a, b, ¢ des cotés du triangle ABC.

La distance AM? est égale &

AM?, = —AB? (-1 +2) y+ AC? (-1+x) (~1+x+y)+BC*y (-1 +z +y)
=020+ b2 Py —-bVy+Py+adlzy+biay—cry+ady?
La distance Bbe est égale a

BMj, = AB’z (1—y)+ AC®z (142 +y)+ BC? (~1+y) (-1+z+y)
=ad?—d?r -+ lr+ 0?2 -2d%y+ Py + Py —Fry+ay?
Donc
AM? — BM?% = —a> + 0 +d*z — bz — o +ad’y -V y+ Ay

En égalant cette quantité avec c? (ma2 — me) et en résolvant ’équation correspondante d’inconnue x, on
obtient
. a? - +cm? —cEmp?—adly+ Py —cty
a2 — b2 — 2
11 suit

o (0?2 (=14 mg? — mb2)2 + A (M —mp?) + A (=1 =ma® +mp?) y+ A y?)
(—a? + b+ 02)2

BM? =c¢
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en posant
A=—a"+2a** vt +2d2 P 1207 —ct=(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)

Posons ) . ) _ A
Qapy = —1+2mg" —mg~ +2mp” +2mg" mp” — my

=1 —=mg+mp) (L+mg—myp) (=1 +mg+mp) (14+mg+my)

En égalant cette expression avec m% c?, on déduit que y prend au plus deux valeurs

1 me® = my? N (a? =% = ) VAo

Y 2 2\

En prenant
1 me® = my? N (a? =% — ) VAo

v= 2 2\

on déduit
1—ma?+my?  (—a*+b* =) VAaw
T = +
2 2\

puis

Lme o m? (—a®+b? =) VXxaw 1+m2—m? (6 =0 = %) VAaw VAo

Map = { 9 2\ 9 * 2\ DY

}

En prenant

1 me® — my? (a? =% = ) VAo
v= 2 20
on déduit

L demlim? | (PoB+) Ve Limd om? | (4P +) VRag &Ko
a = { 2 + 2\ ’ 2 + 2\ T

De méme, en posant

Qpe = —1—{—2nb2 —nb4—|—2n62+2nb2n02 —nc4

:(1*nb+nc) (1+nb*nc) (*1+nb+nc) (1+nb+n0)

2/ 2 b27 2 /)\
MbC:{a )\abc7_(a * C) abc_"} (1—nb2+nc2)7
A 2\ 2
(—a2+b2—62) VAo 1 9
. AV (- =0*+2) Va1
MbC:{_ A\ b s T 2\ +§ (1—71,[)2—1—7102),
20+ ) VA |1
(a 2/(\3) Qap, —1—5(1—1-7%2—7% )}

et, en posant
Oeq = —1 + 2pa2 - pa4 + 2pc2 + 2pa2p02 _pc4

= (1 — Pa +pc) (1 +pa_pc) (_1+pa +pc) (1 + Da +pc)
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(fa2 — b+ CQ) VA g 2 VN g 1 (a2 — b — 02) VA Qeq

22 }

1
M, = {* (1 _pa2 +p02) + (1 +pa2 _pc2) =+

2 2 A 2
1 2 b2_ 2 \ ca b2 p ca
M= (3 (1-papd) ¢ ) A VR ae
1 —a®> + b2+ %) VA o
5(1+pa _pc2)‘|‘( 2)\) }

16.2 Théoréme de Napoléon

Exercice 16.2.1

Soit ABC' un triangle, Myp, Mpe, M., des points tels que les triangles M, AB, My.BC, M. ,CA soient
1soceles et semblables, de sommets respectifs Myy, Mpe, M, et tous disposés extérieurement au triangle
(resp. tournés vers lintérieur du triangle). On posera

Mg =Mp=Np =Ne¢=Pc=Pa =k

1. Montrer que les trois droites (A, My.), (B, M), (C, Myy) se coupent en un méme point W (resp.
W* pour les droites (A, M}.), (B, M},), (C,M)).

2. Montrer que le triangle My, My.Meq est équilatéral si et seulement si il est isocele (lorsque a # b,
a # ¢, b# c). Montrer que Myy, Myc, Moo sont alors les centres de gravité des triangles équilatéraus
s’appuyant respectivement sur chaque coté du triangle).

M, A M,

bc
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A

La question 1) est un résultat classique de M.Paterson.

Solution:

Dessin ={A, B, C, My, My, Mo}

On conserve les notations de I’exercice précédent. Il existe k tel que I'on ait

Mg =My =Np =Ne =Pe =Pg =k

On a alors
1 (=a® 4+ =) VA (-1+4k2) 1 (a® == 2) VA (-1+4k2) /N (—1+4k2)
Mab:{f"i_ o+ ) }
2 2\ 2 2\ A
M AN (—1+4k2) 1 (a®+0* =) VA (-1+4k?) 1+(—a2+b2—02) A (=1 +4k2)
be =1 A "2 2\ ) 2\ !
1 (=a> =0+ 2) VA (-1+4k2) PN (—1+4k2) 1 (@® =0 —2) VA (-1+4k?)
Mea =13+ 2\ ’ ) Tl 2\ }

Dessin = Dessin U{W1} = {A, B, C, My, Mye, Moo, W1}
Détermination du point W7 :

Soit W7 le point (AMy.) N (BM,,). Le point Wj est composé.
Comme Wy € (AMy,.), on a, en choisissant les inconnues 4

—_— =

—
OWy =v1 OA+ (1 — 1/1) O My,

On déduit: . . .
OWy1 =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec .
A (=14 4k2 —
a(l):I/l—l-\/ (-1+4k?) (a® — a®11)
A
o L—m (—a? = >+ ) VA (-1+4k?) (=14 1)
o) =5 - 2\
1—v;  (—a®+b0* =) VA (-1+4k2) (-1 + 1)
a3 =5 2)

Comme W, € (BM,,), on a, en choisissant les inconnues 1

_— = —

oWy = 11 OB + (1 — ,u,l) OM,,
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On déduit: . . .
OW1 = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC
avec
b(l)_l—,ul_(—aQ—b2—|—02) A (—14+4k2) (=14 pm)
2 2\
A (—1+4Ek2) (b® =02
b(2) = u1 + ( )\) ( Ml)
1—w (a2—b2—c2) A (—1—1—4]{52) (—1—|—,u1)
b8 =5~ 2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

2AEk%2 —2a% /X (1 +4k?)
A(14+2k2) 4+ (—a?2 — b2 — ) /X (—1+4k?)

—ANK? 4+ 402\ /N (=1 +4k2)
A(—2—4k2)+ (202 + 202 +2¢2) /X (=1 +4k?)

M1 =
On déduit que:

2a* (> =0 =) —4 (a® +b? = ?) (&> = b*+ %) k2 +2a% /XN (-1 +4k?)
A(—2—4Kk2) 4+ (2a2 +2b2 +2¢2) /A (—1 +4k2)

—20 (a2 — b2+ ) +4 (a2 — 02— ?) (a2 +b2— ) K2+ 202 /X (—1+4k2)
A(—=2—4Kk2)+ (202 +2b2 +2c2) /X (—1+4k?)

22 (> +0? ) +4 (> = =) (a®—0>+2) K2+ 27 /XN (-1 +4k2)}

A(=2—4K2) + (2a2 +2b2 +2¢2) /X (=1 +4k?)

)

)

Dessin = Dessin U{Ws} = {A, B, C, My, Myc, Mo, W1, Ws}
Détermination du point Wy :

Soit Wa le point (BMcq) N (C'Mgyp). Le point Wa est composé.
Comme W; € (BM,,), on a, en choisissant les inconnues v;

— —
OWy =11 OB + (1 — 1/1) OM,,

On déduit: . . .
OWy =¢(1) OA+¢(2) OB +¢(3) O
avec
nol=m (—a* = 0* + ) VA (-1 +4k%) (-1 +wy)
o) =——- 2\
A (=1 +4E2) (b2 —02
6(2) =1 + ( + ) ( Vl)
A
5 Rz (a® = 0% — ) VA (-1 +4k?) (-1+1y)
) =— 2\
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Comme Wy € (CMyy), on a, en choisissant les inconnues g

—_— =

OW2 = U1 oC + (1 — /Ll) OMab

On déduit: . . .
OWs = d(1) OA +d(2) OB +d(3) O
avec
d(1>_1—,u1_ (—a? +0* = 2) VA (-1 +4k%) (=1 + 1)
2 2\
d@y= Lo (@8 =E) VA CT4AR) (-4 pm)
) 2\
A(=14+4EKk2) (¢ —c
a3) = + Y2 A) (&= m)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

IANEZ — 202 /X (=1 + 4K2)
A(14+2k2) 4+ (—a?2 — b2 — 2) /X (—1+4k?)

INE2 =262 /X (=1 +4k2)
A(142k2) 4+ (—a?2 =02 —32) VA (-1+4Ek2)

1 =
On déduit que
2a* (> =0 =) —4 (a® +b? = ?) (&> —b*+ %) k2 +2a% /XN (-1 +4k?)
A(—2—4Kk2) 4+ (2a2 +2b2 +2¢2) /A (—1 +4k2)
=207 (a®* = b+ ) +4 (a® = b* =) (a®+ 0> = 2) kK*+2b* /X (-1 +4k2)
A(=2—4k2)+ (2a2 +2b2+2c%) /A (=1 +4k2)

22 (2402~ 2) +4 (=02 —2) (> =2+ ) K242/ (1 +4k2)}

A(—=2—4K2) + (2a2 +2b2 +2¢2) /X (=1 +4k?)

Wo = {

)

)

donc Wy =Wy = W,
L’intersection des droites (AMj;.), (BMg,), (CMy,) est le point
- {2 (< (a2 (@ =02 ) +2 (@@ +12 = 3) (® =+ ) 12+ a? YA (-1 +487))
2 (14+2k2) +2 (a® 4+ b2+ c2) A (—1+4k?)
—2 (— (0? (a2 =+ %)) +2 (a> = b? — ?) (a® + b2 — ?) k2 — b? \/m)
2A (1 +2k2)+2 (a2 + 02+ 2) VA (—1+4EK?)
2 (< (E (@482 =) 42 (82 = ) (2 =B+ ) K2 = VA (1 + 4R2))
2A (14+2k%) +2 (a®>+ b2+ ?) VA (—1+4k?)

)

I

}
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2). On a alors

—a?+ 0% - +4a%k? 202 k2 + 42K — /X (—1+4k?)

Mabe2C: 2
a2 =02 -2 —2a2k2+ 402 k2 +42 k2 — N\ (—1+4k2
MapM¢, = 5 ( )
—a? =4+ A +4aPk2+402 k2 — 22 k2 — /N (=1 + 4 k2
Mpye Mz, = 5 ( )

donc
MabeQC - Mach2a = ((I - b) (a + b) (_1 +3 k2)

MgpMZ, — My M2, = (—a+c) (a+c) (=1+3k?)
MabeQc - MbcMCZa = (_b + C) (b + C) (_1 + 3k2)

Le triangle est isocele lorsque (—1 +3 k2) =0, soit k = j:%: ce qui implique I’égalité des trois distances.
11 est clair que les conditions AM, = %AB et BMy, = %AB signifient que My, est le centre de gravité

du triangle équilatéral mentionné.

Les calculs sont identiques avec les points M, , My, M, .
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16.3 Triangle orné de figures

Exercice 16.3.1 triangle orné de deux carrés

On choisit My, sur la médiatrice du segment [AB], My, sur la médiatrice du segment [BC] (on posera
meg =mp =k et np =ne = k).

1. Préciser les coordonnées barycentriques des points Myp, Mye, My, M.

2. Soit I le milieu de [AC]. A quelle condition les segments My et My.I sont-ils orthogonauz (resp.

égauz)? Préciser le cas k =k et k =k = :I:%.

Solution:
Dessin ={A, B,C, I, My, M.}
1). On a directement:
I={1,0,1}
1 (—a2+b2—02) A(—1+4+4k2) 1 (a2—b2—02) VA (—1—|—4k2 VA (1 +4k2)
-G 2 2t )y )

[\

a? A (m14+4k%) 1 (2402 =) (A (-1+4k%) 1 (ma®+02 =) /X (-1 +4k?)
Mo =1 A 2 2\ Fh 2\
(a2 =02+ %) /A (-1+4k%) 1 (ma®+02+2) A (-1+4k7) A JA (-1+4k7?)
ab_{ * 2\ ’§+ 2\ y T \ }
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a?\ A (m14+4k%) 1 (> =P+ ) (A (-1+4k%) 1 (a2 = +2) (/X (-1+4k?)

Mie =1{= A 2 2 2t 2

A I C
—_— ——
2). Le produit scalaire IMgy, - I My, a pour valeur

pﬂ1+m_ca(_1+¢irrﬂ?wu1+4mﬂ
8

—_— ——
IMab' IMbc:

donc la condition d’orthogonalité cherchée est

V=14+4k2\/-144k%=1
V(=1 + 4 k2
IMZ = SRl

)_
4
T A 4a? (—1+4k?) — /X (-1 +4k?)
be — 4

donc ces distances sont égales lorsque k et k; satisfont

20 — 2% + 42K —4a’ ki = /X (-1 +4k2) — /X (-1 +4k?)

Lorsque k = k1, on obtient

On a:
a?+c? (—1+4k?

(a—c) (a+c) (1—2k?)
2

IM?% — IMZ =
et
(ca+ 17— ) (~1+242)
4
Pour a # c et a®+c? # b, la nullité de la premiere expression equivaut a la nullité de la seconde expression.

Lorsque 1 — 2k? = 0, ces expressions sont nulles quelques soient les valeurs de a, b, ¢, donc I My, = I M,
et My (resp. Mp.) est le centre de gravité du carré dont l'un des coté est [AB] (resp. [BC]), les deux

_— ——
IMgp - IMy. =
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carrés étant positionnes, soient tous deux extérieurs au triangle, soient tous deux tournés vers l'intérieur
du triangle.

On a de méme
(—a2+b2—m?)(—1+—2kf)

_—
IMgy - IMy, =
4
et
, @ =4k N (1 +4k?)
IMg,”™ =
4
, —@+E+da’ kA (14 4k
IMy,” =
4
- +o) (1-2k"°
- g = 429 g) (1-2k7)

Exercice 16.3.2 triangle orné de trois carrés

Soit ABC' un triangle, Myp, Mpe, M o des points tels que les triangles My, AB, My.BC, M. ,CA soient
isoceles et semblables, de sommets respectifs Mgy, My, Moo et tous disposés extérieurement au triangle
(resp. tournés vers lintérieur du triangle). On posera

Mg =Mp=Np =N¢=Pc=pPa =k

1. Calculer MabeQC, BM?2, et MMy, BM,,.

2. En déduire que Myp,My. = BM,, si et seulement si les droites (MqpMpe) et (BMeq) sont orthogonales
(lorsque a # ¢ et a® + ¢ # b?). Montrer alors que My, My., Mo, sont alors les centres de gravité
des carrés s’appuyant respectivement sur chacun des cotés du triangle).
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Solution:
Dessin ={A, B,C, My, My, M.}
1). On a directement

(- 40 =) VAT 1 (@ -0 =) VA CLH4R) & YN CT+4R)

Ma =13+ 2\ "2 2\ A }
M AN (—1+4k2) 1 (a® 402 =) VA (-14+4k%) 1 (—a®+b0* =) VA (-1+4k2)
be =1 A 2 2\ Th 2\ !
1 (=a® = +2) VA (-1+4k?) bz\/)\ —1+4k2) 1 (a®>=b*—c%) VA (-1+4k?)
Mea =13+ 2 ) T 2 }
et 1
MapME, = 5 (a? (<14 4K%) +07 (1-20%) + ¢ (1 +4k%) = VA (-1 + 487))
BM;:% (a2+02+62 (-1+2k%) — VX (—1+4k2))
donc

MM, — BMZ, = (a® — b* + %) (-1+2k?)

(a—c) (a+c) (1—2k?)
2

Mabec : BMca =

ab

ca

16.4 Théoreme de Finsler Hadwiger
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Exercice 16.4.1 Carré issu d’un triangle orné de deux carrés
Soit ABC' un triangle, Mgy, (resp. My.) le centre du carré dont 'un des coté s’appuie sur le segment [AB]
(resp. [BC|), les carrés étant tous dispos2s extérieurement au triangle (resp. tournés vers lintérieur du

triangle). Soient Py, (resp. Py.) le symétrique de A (resp. C) par rapport a Mgy, (resp. My.) (les angles
ABP,;, et CBP,y. sont donc droits).

1. Préciser les coordonnées barycentriques des points Mgy, My, Pup, Ppe.

_ —
2. Soit M € (AC), de coordonnées barycentriques M = {w,0,1—w}. Calculer M Mgy~ M My, Mbe,
MM?2.
be

3. Soit My € (PuPy), barycentre de {Pup,w1), (P, 1 — wy)} Calculer MMy - My My, MlM(fb,
My M.

4. Soit I le milieu de AC et J le milieu de Py Py.. Conclure que la figure I MyyJ My, est un carré
(théoréme de Finsler Hadwiger).

5. Montrer que JB est orthogonal a AC' et que JB = ATC

Solution:
1). On a ici

1

ma:mb:nb:nc:k:

V2

1 a2 _ 1 2_p2_ 2 2

MabZ{*-i- a® + c77+a C,L}
2 2V 2 2V VA
a? 1 a2+ —-c 1 —a?2+b -2

Mbc:{i + }

VA2 2oV 2 2V

En prenant ma = /2, mb =1, nb = 1, nc = /2, on obtient

—a2 4 b2 2 22 2 9.2
Pab:{a+ 071+a c’c}
VA VA VA

2 a2 2 2 2 2 2 2

Ppo = { a 1_a +b c a“+b c

Y Y S Y, G
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2). Pour un point M = {w,0,1 —w} de la droite (AC), on a

s —— (1-2w) (a®*+b* - —2b%w)
MMy - M My, =

4
V(A —w) a2+ —d?w—-3bw+Ew+20%w?
MM2, =
MME — ﬁw+a2—a2w—b2w+62w—|—262w2
be — 2 2

donc
(\f)\—l- b2> (1-2w)
2
3). Le point M, barycentre de {(Pyp, w1), (Ppe, 1 — w1)} a pour coordonnées barycentriques

MO, - MM -

2a>  (3a®> =V +c%) wy —a2+ﬁ—b2+c2+(2a2—2c2) w1

M = — , ,
=UA VA VA VA
—a2+b2—02+(a2—b2+362) wl}
VA VA
On a ( )( 2 2 2 2 2 2 )
—1+2wi) (=3a“+b*—c*+4a“w; —2b°w; +4c”w;
My Mgy - My My = 4
, 32— VA-b 4202 (—7@2—1—\&—1—362—58) Wi (402 =202 +4¢2) w2
MlMab: + +
2 2 2
2 2 2
a2 (—30, —\FA—Fb —c)wl (4&2—2b2+462) w12
MIME = —
donc

<2a2—ﬁ—b2+2c2) (1—2wr)
2

4). Ainsi, pour w = wy = 5, ona M = I = {1,0,1} milieu de [AB] et My = J = {(Pap, 3), (Poc, 3)}
milieu de [Py Py] avec

M M3, — M\ M, =

a2+ - V-1 —(a2—b2—02)}
2V VA 2VA
Il résulte immédiatement des calculs précédents que la figure I M,,J My, est un carré.

5). On a:

J=A{

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+2wl)
2V
M1B2:a,2—3a2w1+b2w1—62w1+2a2w12—wa12+202w12

—_— —
MB- AC =

_ 1 . 2 _u?
donc, pour wy = 3, il vient M1B* = 7.
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16.5 Théoréme de Van Aubel

Exercice 16.5.1 Parallélogramme orné de quatre carrés
Soit ABCD un parallélogramme et Myp, Mpe, Mg, Mg, des points extérieurs au quadrilatére et situés
sur les médiatrices des segments [AB], [BC], [CD], [DA].

1. Préciser les coordonnées barycentriques des points Map, My, Mg, My, .

2. Calculer le produit scalaire My Myq - MMy, et MMy, My M 4>

3. Lorsque ABCD n’est pas un rectangle, montrer que la figure Mgy Mp.MoqMg, est un carré si et
seulement si les diagonales du quadrilatere My Mp.M.qMyy, sont orthogonales ou encore si et seule-
ment st deux cotés de ce quadrilatére sont égaux.

4. On suppose que Mgy, Mye, Mg, Mg, sont les centres des carrés accolés extérieurement au par-
allélogramme ABCD. Montrer que la figure Mgy Mp-M.qMy, est alors un carré et [’égalité
MMy = ATJ‘;I, M désignant le point du plan extérieur au triangle tel que BM = BC et tel
que l'angle CBM soit droit.

5. On désigne par My, My, M7, M; , M* les symétriques orthogonaux des points Myp, Myc, Mg, My,
par rapport aux segments respectifs [AB], [BC], [CD], [DA]. Montrer que les résultats précédents

subsistent.
44 B
Mda ~~~~~ Mbc
D " 2
M
Mcd

Solution:

Dessin ={A, B,C, D, My, Myc, Moq, Mgs }

1). On a

D={1,-1,1}
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(a2 4+ 82 — @) /X (1 + 4k2) 1 (a2—b2—c2)\/)\(—1+4k2 A ( (CL1R),

Map = {5 + 2\ %) )
M a’ /A (-1+4k2) 1 (—a? —b2+c) VA (-1 +4k2) 1 (—a2—|—b2—62) A (—1+4k?2)
be by 5 T 2 2 }

Les coordonnées barycentriques de M.y dans le repere {C, D, A} sont

1 (@ =0 +) VAL +4KY) 1 (@ + 00+ ) VA (-1 +4k2) & (—1+4k2)}

Mc — 19 ) )
=15 2\ 2 2\ N (—1+4k2)

— — —
Puisque OD = OA — OB + OC, on obtient
(—a?+0* =) VA (-14+4k%) 1 (—a®+b*+%) VA (-1+4k?) /A (—1+4k2)
Mcd:{f_ ,—= + 71_ }
2 2 2 2 A
On procéde de méme pour My, et on obtient

A VAN (—1+4K2) 1 (a®+b0* =) VA (-1+4K2) 1 (—a®+b% =) /A (-1 +4k?)
Mda:{l_ 7_7+ ' }
A 2 2\ 2 2

2). On a:

MapMeg - MyeMaq = (—a* +b° — ) (-1 +2k?)

—a? 4+ - +4a? kK2 - 207 K2 + 42k — /X (-1 +4k2)
2

a? = b2+ +20% k% — /A (=1 +4k2)
2

—a?+ b0 - +4a’k? 202 k2 + 42k — /X (1 +4k?)
2

a2 — 0>+ +202k% — /N (—1+4k2)
2

]\4@1)]\41702 =

-1\4120]\4&12 =

]\4'cd]\4da2 =

]\4ab]\4da2 =

3). On déduit que
Moy My® — MypeMeg® = (a® — 0% + ) (=1 +2k?)
MegMgo® — MpeMeg® = (a® — b* + %) (=1 +2k?)

et il résulte les équivalences énoncées.
4). On a (—1 + 2k2) = 0, donc les égalités précédentes montrent que que la figure M, Mp.M.qMy, est

un carré. Les coordonnées barycentriques du point M sont

]\4:{2612’1+ —a2—62+627_ <a2—b2+62)}
VA VA VA
et on a
AM? B a? — V) +c?
2 2
Ainsi
AM? 202 = VA= +2c —4a? k> + 202 k2 — 4P k2 4+ /N (1 +4k2)

2
5~ MapMye = 2
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qui se réduit a

AM?
9 - ale?C =0
lorsque k? = %
5). Cas des points M, My, M*, M7  M*
On a
. _{1+ (a? = b2+ c?) /A (-1 +4k?) 1 (a? = b? — ) /A (-1 +4k?) B /A (=1 +4k2) )
ab ™ 19 2 72 2\ ’ A

1 (=0 +c%) VA (-1+4k2)
A 2 2 ’2+ 2\ }

. AN (—1+4Ek2)\ 1 (®+0*—c*) VA (-1+4k2)
Mbc:{_ )

. {1 (a2 =02 +2) /A (—1+4k2) 1 (a2 =0 —c%) VA (-1+4k2) /XN (—1+4k2)
ed — 15 —
2

- 1
2\ T3t 2\ 25 A }
. AN (—1+4k2) 1 (a®+0* =) VA (-1+4k%) 1 (a® =02+ 2) /A (-1+4k?)
Mg, ={1+ ' T T e }
A 2 2\ 2 2\

My Me - MMy, = (—a® +b* — c2) (-1 +2k%)

2, p2 2 2 7.2 2 1.2 2 1.2 2
v ey —0TFD—c+4at k200K + 4" kT + A (-1 +4k?)
Mabec = 9
2_ 324 2 2 1.2 2
e Q=0T+ H20°k + /N (—1+4K?)
MbCMcd = 9
2, p2 2 2 7.2 2 1.2 2 1.2 2
. 9 —a*+ b —c"+4a* kT =20k +4cf kS 4+ N (-1 +4k?)
Mch;a =

2
e a? -+ +202k2 + /X (—1 +4Ek?2)
ab**da 9

MM — MM = (a® — b2 + ) (—1+2K?)
MM — MEME? = (a® — 0% 4+ ) (—1+2K?)
—2a% A+ VA+ V-2 a2—b2+02}
VA VA VA
AM*2 a2 + \/X+C2

2 2

M= {

Ainsi

AM*? M*M*z_2a2+\A—b2+2c2—4a2k2+2b2k2—4C2k2— A(-1+4k?)
92 - abMbe — 2

qui se réduit a

AM*Q
2

* * 2
- Mabec =0

lorsque k2 = %
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16.6 Point de Torricelli

Exercice 16.6.1

Soit ABC' un triangle, A1, B1,Cy des points tels que les triangles ABC1, ACB1, BC A, soient isoceéles
de sommets Ay, B1,Cy et semblables. Montrer que les droites (AA1), (BB1), (CCi) se coupent en un
méme point T. Evaluer les distances AA3, BB, CC3.

Montrer que les cercles circonscrits auz trois triangles ABCy, ACBy, BC Ay passent par le point T (appelé
point de Torricelli lorsque ces trois triangles sont extérieurs au triangle ABC') lorsque ces trois triangles
sont équilatérauz. On a alors AA} = BB? = CC%.

On étudiera deux cas selon que les trois triangles sont tous tournés vers lintérieur, ou vers l’extérieur
du triangle AB.

On désignera par k le réel fixe satisfaisant ACy = BCy = ke, BAi =CAi =kaet ABy =CBy; =kb.

Solution:
Etude avec triangles isoceles extérieurs au triangle ABC.

C,

Ay

Dessin ={A, A1, B, B1,C,C4}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Cy, A1, By.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

1 AN (—1+4K2) 1 (—a® =0 +c%) VA (-1+4k2) 1 (—a®?+b? —?) /A (-1 +4k?)
1= /\ "2 27 "2 2\ !
B (L (2= 4) VA (C14+4R) b2\/)\ —1+4k2) 1 (a?=b*—c*) /A (-1 +4k?)
=G 2)\ A "2 2\ '
S O G e (-1+4k%) 1 (a®> =02 —c2) VA (14 4k?) 2\/)\ —1+4k?)
Q=143+ 2\ Ch 2\ A )
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Dessin = Dessin U{T'} = {A, A, B, B;,C,C1,T}
Détermination du point 7' :

Soit T' le point (CCy) N (BB1). Le point T est composé.
Comme T € (CC1), on a, en choisissant 'inconnue vy

OT = v, OC + (1— 1) OCy

On déduit: . . . .
OT = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC
avec
(1) = 1—v  (=a®+b0* =) VA (144K (-1 + 1)
“aH=T 2N
a(2):1—1/1_(a2—b2—02) A (—1+4k2) (=1 +11)
2 2
VA (=1 +4Ek2) (2 —c?
a(3) =v + S )\) (E=cn)

Comme T € (BBj), on a, en choisissant I'inconnue

— o —_—
OT:;Ll OB+(1 _Nl) OBl

On déduit: . . . N
OT = b(1) OA +b(2) OB +b(3) OC
avec
b(l)_l—,ul_(—a2—b2—|—cz) )\(—1—{—4]{2) (—1—1—,u1)
2 2\
A\ (—1+4k2) (b2 — b2
b(2) = oyt ( )\) ( )
T—p (a2=02—c%) /A (=1 +4k2) (=1 + m)
b@) = —— - 2\

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ;1 donne

4NK? — 4\ /N (—1+4K2)
2 (1 +2k2) — (242 +2b2 +2¢2) /X (—1+4k?)

vy =

_ ANK2 =4 /X (1 +4K2)
22X (14+2k2) + (2a2 +2b2 4+ 2¢%) /A (=1 +4k?)

1

On déduit que:

202 /A (—14+4k2) —2 (—a* +a?b? +a?® + 2a* k? — 264 k2 + 402 2 k% — 24 k)
2N —4NE2 4+ (202 +2b2 +2¢2) /X (—1+4k?)
2b2\/m+2(—a2b2+b4—b202—|—2a4k‘2—2b4k2—4a202k2+264k2)
2N —4Xk2 4 (202 4202 +2¢2) /A (—1 +4Ek2)
202m+2(—a202—b202+c4+2a4k2—4a262k2+2b4k2—2c4k:2)
22X —4Ak2 4 (202 + 202 +2¢2) /A (=1 +4k2)

7= {

i

)

}
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B,
C,
B C
Ay
Dessin = Dessin U{T1} = {A, A1,B, B,,C,C1,T, T} }
Détermination du point 77 :
Soit T le point (CC1) N (AA;). Le point T3 est composé.
Comme 77 € (CC1), on a, en choisissant 'inconnue v;
— — —
o1, =1, OC + (1 — 1/1) oC,
On déduit:
— — — —
OTy =¢(1) OA+¢(2) OB +¢(3) O
avec
(1) = 1—v (@402 =) VA (-1+4k?) (-1+1y)
aVE T 2\
(2)_1—1/1 (a® = 0% — ) VA (-1 +4k?) (-1+wy)
T 2\
VA (=1 +4Ek2) (2 - v
c(3) =11 + ( )\) ( 1)

Comme T} € (AA;), on a, en choisissant I'inconnue g

— — —
o1y = 1 OA + (1 - Ml) OA;

On déduit:
P — — —
OTy =d(1) OA+d(2) OB +d(3) OC
avec ) )
A (—=1+4Ek2 —
() =y + YVACLTAR) (@ - )
1= (= =0*+ ) VA (1+4k2) (=1 + 1)
d2) = —— - 2\
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/¢

L—pw (—a*+0* =) VA (-1+4k%) (14 1)
d3) = —5— - 2\

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

2 (Ak2—c2 N\ (—1+4k2))
COANF2AR2 — (a2 + 02+ 2) YA (-1 + 4K2)

141

L 2XER 4 A (-1 +4K2)
a4 b2 42—\ (142k2)

M1
On déduit que:

T1:{2a2\/m—2(—a4+a262+a202+2a4k2—2b4k2+4b2c2k2—204k2)’
2N —4XE2+ (20 + 202 +2¢%) /A (-1 +4K?)

202 VA (—14+4k2) +2 (—a?b> + b — 02 + 20t k2 — 204 k% — 4a® P kP + 24 k?)
2N —4Nk2 4+ (202 + 202 +2¢2) /X (—1 +4Ek2)

202\/m+2(—aQCQ—b202+C4+2a4/€2—4a2b2k2—|—2b4k2—204k2)
“2X—4AXNE2+ (202 4202 +2c2) /X (=1 +4k2)

)

}

On a donc T =1Tj.
Un point M = {z,y,1 —x — y} appartient au cercle passant par A, B, C} si et seulement si

0=2A\(-14+2k*) (—1+z+y)+2/A (-1 +4k2) H(a,b,c,z,y)
H(a,b,c,z,y) =a’>+ b - —d’z -3z + 22 +20%2% -3y — by
+ly+2aPzy+2bay—22cy+2a®y?
La condition devient, lorsque M =T,
0=(1—-k) (1+Ek) (VX (=1+4k2) F(a,b,c, k)
A (= PR - -3k +2a" K —4a? VP kY + 20" K — 201 k)
avec
F(a,be,k) = (—a? =+t +3a*k? —6a> b k2 + 30 k* — 20 2 k2 — 202 2 k% — ' &)

Lorsque k = 1, les triangles sont équilatéraux et 1" appartient au cercle circonscrit au triangle ABC;. La
vérification est identique pour les cercles circonscrits aux triangles AC By, BC A;.

Formons ) ) ) -
AA%:—CL +b0° 4+ +2a"k* — /A (—1+4Ek?)
2
BB%:aQ—bZ—i-cZ—I-QkaQ— A (—1+4k2?)
2
0012:@2+62—62+202k2— A (—1+4k2)
2
donc

AA? BB} =(a—b) (a+b) (-1 +k) (1+k)
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/¢

AA? —CCi=(a—c)(a+c) (—1+k) (1+Fk)
BB} —CC}=(b—c)(b+c)(~1+Fk) (1+k)

Etude avec triangles isoceles tournés vers l'intérieur du triangle ABC.
Nous indiquons uniquement les résultats.

N (@ + 0% —c) /A (-1+4k?) 1 N (a®> —=b*+c%) /A (—1+4k2)}

1

) '2 2\ 2 2\

B 1 (@40 =c%) VA (-1+4k2) —p? )\(—1+4k2)1+(—a2+b2+02) /\(—1+4k2)}
1Tt 2\ ’ ) 2 2\

o {1+ (a? = b? +c?) /A (-1 +4k?) 1+ (—a? + 0%+ c2) VA (-1 +4k?) —02\/m}
) ’ A

2 2 2

—a? 4+ 0?4+ +2a% k% + /) (-1 +4Ek2)
2

et formules semblables pour BB?, CC?. Les différences sont toujours

AA? =

AA? - BB} = (a—b) (a+b) (~1+k) (1+k)

AAT - CCi=(a—c) (a+c) (—1+k) (1+Fk)
BB} —CC}=b—c)(b+c) (-1+Fk) (1+k)
On obtient
\/m—Z(—a4+a2b2+a202+2a4k‘2—2b4k2+4b262k:2—204162)
22X (14+2k2) + (2a2 +2b2 4+ 2¢%) /X (=1 +4k?)
202 A (—1+4k2) +2 (—a?b2 + bt — 02 + 20t k2 — 204 k% — 40 P k2 + 24 k?)
22X (14+2k2) + (2a2 +2b2 4+ 2¢2) /X (=1 +4k?)
27 A (-1 +4K2) +2 (—a* P - A+ P+ 20" k? —4a? P k2 + 200 k2 — 21 E?)
22X (14+2k2) + (2a2 +2b2+2¢2) /X (=1 +4k?)

22
=22

)

)

donc T* # T. Le calcul (a 'ordinateur) montre que les cercles circonscrits aux trois triangles ABCY,
ACBy, BCA; passent par le point T*.
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CHAPITRE

17

Point de Lemoine

17 Point de Lemoine

17.1 Résultats techniques

Exercice 17.1.1 symédiane d’une droite

La bissectrice intérieure d’un triangle ABC issue du sommet A coupe le coté (BC) en J. Soit k un
réel fixé et M le point de la droite (BC') égal au barycentre des points B et C' affectés respectivement des
coefficients k et 1 — k.

On désigne par My le point de la droite (BC) tel que la droite (AJ) devienne la bissectrice intérieure -
issue du sommet A - du triangle AMM,. Montrer que les coordonnées barycentriques du point My sont

b2 (—1+ k) 2k

M, = {0
! {’—b2+b2k—02k’b2—b2k+c2k}

La droite (AM;) est la symédiane de la droite (AM).

Solution:

Dessin = {A, B,C, J, M, M}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, M1, J.

Le point J est le barycentre des points pondérés { B(b),C(c)}. Nous devons déterminer la valeur d’un réel
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k1 tel que M soit le barycentre des points pondérés {B(k1),C(1 —k1)}.
Dessin ={A, B,C, J, M, M}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, My, J.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

M = {0,k,1 -k}
b c
"b+c' b+c

et les coordonnées barycentriques temporaires de M;

J = {0 }

Ml - {Oa k;lv 1 - kl}
—_— ——
Calcul du produit scalaire (—2) AJ - AM:
On a:

—

(=2) AJ - AM = §(A,A,J, M) = —AJ*> + JM? — AM?

La distance JM? est égale a

s BC?(~b+bk+ck)?®  a®(~b+bk+ck)?

M (b +c)? (b+c)?

La distance AM? est égale &
AM? = AC?* (1 — k) + AB*k+ BC? (=1 +k) k=0 —a*k —0*k+ Pk +a*k?
La distance AJ? est égale a

AJ2 _ _bBC2c+Asz+ACQC _ _b(a—b—c) c(a_|-b_|_c)
(b+¢)> b+c  b+c b+ c)

_— —
J - AM a pour valeur

On déduit que (—2)

(—a+b+c) (a+b+c) (~b+bk—ck)
b+c

—_— —
On déduit par un calcul semblable que (—2) AJ - AM; a pour valeur

(—a+b+c)(a+b+c) (=b+bky —cky)
b+c

Désignons par 0 'angle M AJ. Le point J est le pied de la bissectrice issue de A au triangle AM M, c’est
donc le barycentre des points M et M; affectés respectivement des coefficients AM; et AM (longueurs de
ces deux segments). Or, on a

(—2) AJ - AM = (—2) AJ - AM cos(6)
(—2) AJ - AM; = (~2) AJ - AM, cos(6)
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-

Ainsi, J est le barycentre des points M et M; affectés des coefficients (—2) AJ - AM; et (—2) AJ - AM.
Dessin = Dessin U{J1} = {B,C, J, J;, M, M;}

—_— — —_— —
Désignons par Jp le point barycentre de {(M, (—2) AJ - AM;), (M, (—2) AJ - AM)}. On obtient, apres
substitution des coordonnées barycentriques de M et M;:

—(bk)—bki +2bkki —2ckks —2b+2bk—ck+2bky —cki —2bkki +2ckk;

—2b+bk—ck+bky —cky —2b+bk—ck+bk —cky }

Puisque le point J coincide avec le point Ji, nous identifions les coefficients de J; avec ceux de J. On
obtient alors le systeme linéaire

Jl - {07

bk —bki +2bkk; —2ckky b

—2b+bk—ck+bki—cki  b+c
2b—2bk+ck —2bky +cki +2bkk —2ckk ¢
B —2b+bk—ck+bk —ck T b+

qui détermine la valeur de k; en fonction de k& (les deux équations sont équivalentes). On obtient

b2k
T S+ Pk 2k

k1

En substituant cette valeur dans les coordonnées barycentriques de My, il vient:

b2 (—=1+k) Ak )
B2+ 02k—c2k b —-b2k+c2k

Ml = {07

Exercice 17.1.2

Soit ABC' un triangle et J le point d’intersection de la bissectrice intérieure issue du sommet A avec le
coté (BC). FEtant donné un point M de coordonnées barycentriques {a1, as, 1 —aq —ag}, soit My le point
du plan tel que la droite la droite (AJ) soit la bissectrice intérieure - issue de A - au triangle AM M
avec la condition supplémentaire J € (MM;y). Montrer que

My = { arbe (=1 + a1 + ag) b
L e o 2+ b Fajbe—oanc® —b2+ a1 b2+ 0 b? + a1 be— ag 2’
2
Qg C

b2—a1b2—a2b2—a1bc+a202}

Il revient au méme de montrer que

My =1 —ABAC X AC?Z
—ABAC X + AB?Y + AC?Z’ —ABAC X + AB*Y + AC?*Z’
AB%’Y
—ABAOX+ABQY+ACQZ}

lorsque M a pour coordonnées barycentriques {X,Y, Z}.
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Solution:

Le principe est identique a celui de ’exercice précédent, nous abrégeons quelque peu les calculs.
Dessin ={A, B,C, J, M, M, }

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, M, J.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

M = {a1,00,1 — a1 — s}
b L}
"b+c’b+ec

et les coordonnées barycentriques temporaires du point M7 sont

My = {51, 52,1 — 1 — B2}

J = {0

On obtient
(—2) ;ﬁ\_j._j_(_a—i_b—i_c) (a+b+c) (=b+a1b+ab—azc)
’ N b+c
(—2) m-ﬁ—(_a+b+0) (a+b+c) (=b+bp1+bP2— Pac)
’ N b+c

Dessin = Dessin U{J1} = {4, B,C, J, J1, M, M}

—_— — —
Désignons par Jp le point barycentre de {(M, (—-2) AJ - AM;), (M, (—2) AJ - AM)}. On obtient, apres
substitution des coordonnées barycentriques de M et M;:

—o1b—=0B +2a1bB1 +abBi+a1bBr —azfBic— a1 Bac
—2b4+a1b+ab+b01+bBys —asc— Byc
—ob+asbBr —bPa+a1bfBa+2a2bBr —2asfac
—2b+a1b+asb+bB1+bPs—asc— fPac ’
Ji )
—2b+a1b+ab+bB1+bFr—azc—Bac

Jo={

9

avec
jik =-2b+201b+2a2b+2bB1 —201b01 —2a0b 1 +2bPs — 201 b3

—2a0bfBy —avctagBic—Poct+ayBoc+2aP¢
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Puisque le point J coincide avec le point Ji, nous identifions les coefficients de J; avec ceux de J. On
obtient alors le systeéme linéaire (la 3 éme équation est inutile car combinaison linéaire des 2 premieéres)

—a1b—bf1+201bP1 +a2bB1+a1bfe —azfBic—ayfPac

=0

—2b4+a1b+asb+b01+bPy —asc— Py
—asb+abf —bfa+a1bfa+2a2bPBs —2a282c b

—2b4+a1b+asb+bB1+bPy —asc— Py b+ c

qui a pour solution
8 = arbe
L Tl a P fanb? fagbe— agc?
—b2—|—041l)2—|-04252
P2 =

b2+ o2+ ab?+ajbe— agc?

En substituant ces valeurs dans ’expression des coordonnées barycentriques de M, il résulte que

My = { arbe (—1+ ag + ag) b?
L ey o 2t b2 Fajbe—onc® -2+ a1 b2+ b2+ aibe— agc2’
2
Q9 C

b2—a1b2—a2b2—albc+agc2

17.2 Isogonal d’un point par rapport a un triangle

Exercice 17.2.1 isogonal d’un point P

Soit un triangle ABC' et un point P de son plan. Montrer que les droites symétriques des droites (AP),
(BP), (CP) par rapport respectivement auzx bissectrices des angles A, B, C respectivement passent par
un meéme point P.

Ce point Py est appelé l’isogonal du point P par rapport au triangle ABC. On établira que les coor-
données barycentriques de P; sont

P _{ a2X2X3 52X1X3
1= 62)(1)(2—|—b2)(1)(3—l—a2)(2)(3’02)(1)(2—i—b2)(1)(3—i—CLQX'Q)(g7
X1 X

C2X1X2 —|—b2X1X3 +a2X2X3}
lorsque P a pour coordonnées barycentriques

X1 Xo X3 )
X1+ Xo+X3" X1+ Xo+ X3" X1+ Xo+ X3

{

dans le repére {A, B,C'}.

Il est clair que la transformation est involutive (isogonal du point P; est le point P).
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Solution:

La droite (AP) coupe le coté (BC) au point R; de coordonnées barycentriques X;_%Xg. Pour obtenir la
droite symétrique de la droite (AP) = (AR;) par rapport a la bissectrice intérieure au triangle ABC, il
nous suffit de déterminer le point @1 € (BC) tel que la bissectrice intérieure au triangle ABC' -issue du
sommet A - coincide avec la bissectrice intérieure au triangle AR (@)1 -issue du sommet A -. Nous obtenons
les coordonnées barycentriques de (01 en utilisant la formule de 1’exercice précédent.

Dessin ={A, B,C,Q1,Q2}

les coordonnées barycentriques du point ()1 sont

b2 X3 62 XQ

=40
@1 {702X2+b2X3’02X2+b2X3

}

Les coordonnées barycentriques du point Ry, intersection de la droite BP avec le coté AC sont {X1,0, X3}.
Avec des notations évidentes, les coordonnées barycentriques du point Q2 sont

a2 X3 02 X1
2 Xy +a2X3’ "2 Xy —|—a2X3}
Soit P; l'intersection des droites (AQ1) et (BQ2).
Dessin = Dessin U{P1} = {A,B,C, P;,Q1,Q2}
Détermination du point P :
Soit Py le point (AQ1) N (BQ2). Le point P; est composé.
Comme P; € (AQ1), on a, en choisissant les inconnues v

Q2 = {

—— — —
OP; =11 OA+ (1 — 1/1) OQl

On déduit:
— — — —
OP, =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(l)y =1,
b2 (1—11) X3
Q)= mx, e
62 (1 — I/l) X2
CL(S) 2 Xo + b2 X3

Comme P; € (BQ2), on a, en choisissant les inconnues pq

_— =

OP1 = 1 OB + (1 — Ml) OQQ
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On déduit:
— — — —
OP, = b(1) OA + b(2) OB + b(3) OC
avec 9
b(l): a (1—,&1) X3
c2 X1 +a?X;5
b(2) = m
2 _
b(?)) _ 02(1 /1412) Xl
c* X1 +a* X3

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

a2X2X3 b2X1X3
Vv = g
L X X+ P X  Xs+ a2 X5 X5 "' T X, Xy + 02X, X3 + a2 Xy Xs
On déduit que:
P, _{ a2X2X3 b2X1X3
L X Xy + 02X, X3+ a2 Xo X3 2 X1 Xo + 02X, X3 + a2 Xo X3

02X1X2 }
02X1X2—|—b2X1X3—|—CL2X2X3

La formule s’avere symétrique en les variables X7, Xo, X3, donc les droites symétriques des droites (AP),
(BP), (CP) par rapport aux bissectrices des angles A, B,C respectivement passent par le point P; ainsi
défini.

Exercice 17.2.2 exemples

Montrer que l’orthocentre et le centre du cercle circonscrit au triangle ABC sont des points isogonauz
relativement au triangle ABC.

Montrer que le centre de gravité et le point de Lemoine (voir ci-dessous 17.53.1) sont des points isogonaux
relativement au triangle ABC.

Déterminer lisogonal du point P = {a*,b*, c*}.
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Solution:
1 1

e R s o }, on trouve

/ . 1
En prenant pour P l'orthocentre de coordonnées barycentriques {_a2 TP

a? b2 2

P =
! {(a2+b2—02) (a2 =2 +c2) (a®+ b2 —2) (—a? + b2+ ?) (a®> — V% + ) (—a2—|—b2+02)}

En prenant P = {X1, Xy, X3} = {1,1, 1}, on trouve
2 2 2
a b c
P ={ 2012 1 202 1120 20,2 1 B2 2}
a*+bt+ct at+b+c? at+ b +c

Pour P = {a*b* c'}, on trouve P, = {b*>c? a®c? a®b?} apres simplification par a?b%c? (coordonnées
barycentriques non-normaliseés).

17.3 Le point de Lemoine

Dans un triangle ABC', considérons I'une des médianes, par exemple la médiane (AA;) issue du som-
met A et passant par le point A; milieu du segment [BC]: la symédiane correspondante est la droite
(AA7T) issue du sommet A et passant par le point A} égal a l'isogonal du point A;. Les trois médianes
sont concourantes au centre de gravité du triangle, il en va de méme des trois symédianes correspondantes
par 17.2.1.

Exercice 17.3.1

On appelle point de Lemoine Lqg le point de rencontre des symédianes d’un triangle ABC': ce point Lg est
lisogonal du centre de gravité du triangle. Soient Ly (resp. Lo, L3) les intersections des droites (ALy)
(resp. (BLg), (CLo)) avec le coté respectif (BC) (resp. (AC), (AB)), G le centre de gravité, J le centre
du cercle inscrit, K le centre du cercle circonscrit.

1. Montrer que les coordonnées barycentriques de Ly sont

a? b2 c?

a2+b2—|—02’a2+b2+62’a2+b2+02}

Lo ={

2. Calculer les longueurs des symédianes (CLy, BLy, ALs3).

3. Déterminer les coordonnées barycentriques des points I; = (AJ) N (GLy), I = (AG) N (JLy),
I3 = (AL()) N (GJ), I, = (AL()) N (GK), Is = (AL()) N (JK)

Solution:

Dessin ={A,B,C,G,J, K, Ly, L, L3, Ly}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont G, J, Lg, K, L1, L, Ls.

Les coordonnées barycentriques des points composés (autres que G, J, K) sont:
a? b? c?

a2+b2+c2’a2+b2+02’a2+b2+02}

Lo = {
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Cc

}
}

J={ a b
 Ya+bd+cat+b+cat+bte

a? b2

Ly = 0

! {a2+bz’a2+b2’
2
a c

Lo = 0

2 {a2+c2’ ’a2+02}

b2
Ly = {0 ¢

La distance C'L? est égale a

2

’b2+c2’b2+c2}

5 a? ARB? b2 a? AC2 b2 BC2 a’ b? (2 a? + 202 — 62)
CLi= st o ot 5 5 = 2 1 p2)2
(a2 + b?) a?+b  a?+b (a® 4+ b?)
La distance BL3 est égale a
9 a?AC??  a*>AB* BC* a®c? (2 a? —b*+2 02)
Bl = -9t s 2t 3. 3= 2 | 2)2
(a? + ¢?) a*+c*  a*+c (a2 + ¢2)
La distance AL3 est égale &
2 P BC%c?  AB*v?  AC? P (—d® 4207 +207)
S B2+ c2)? P+ P+ (b2 + c2)?

Jean-Paul Jurzak
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Dessin = Dessin U{l1} ={A,B,C,G,I,J,K, Ly, Ly, L3, Lo }
Détermination du point I :

Soit I; le point (AJ) N (GLy). Le point I; est composé.
Comme I; € (AJ), on a, en choisissant 'inconnue v;

_— = —

OlL = OA—l—(l—l/l) J

On déduit:

— — —

OI, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec

a(1) = a+bvi+cn
a4+ b+ec
b(l—Vl)
)= — 2
a(2) a+b+ec
B c(1—1)
a(3) = a+b+c

Comme I; € (GLy), on a, en choisissant 'inconnue i

—_— =

Ol = 1y OG + (1 — 1) OLg

On déduit:
— — — —
OI, =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec ) ) ) )
b(l): 3a*—2a :U‘l+b .LL1+C M1
3 (a®+b2+c?)
b(2) — 362 +CL2M1 _2b2)u1 +62M1
3 (a2 +b% + ¢?)
b(g) _ 362 +a2:u1 +b2,LL1 - 202“1

3 (a®+ b2+ ¢?)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

S (a—10) (a—c) B 3be
LT 2 3+ M T @211 3bet 2
On déduit que:
a’+be b(b+ec c(b+ec
o b+ bro

a?+b2+3bc+c? a?+b2+3bc+c? a2+ b2+ 3bc+ 2
Dessin = Dessin U {12} = {:1 B, (7, C; [1, [2, J, f&'y, Ll, LQ, L;g. L()}

Détermination du point I :

Soit I3 le point (AG) N (JLy). Le point I est composé.

Comme I, € (AG), on a, en choisissant 'inconnue v

— — —
OIQ =1 OA+(1—I/1) oG
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On déduit:

avec

1+2u14
1) =
(1) = —

1—1/1
2) =
o(2) = —

1—1/1
3) =
«(3) = —

Comme Iy € (JLy), on a, en choisissant 'inconnue i
— — —
OIQ = U1 OJ+ (1 — Ml) OLO

On déduit:

Ol = d(1) OA + d(2) OB + d(3) OC

avec

a(1) = a(a®+ab+ac—abu +b*pu —acp + )
(a+b+c) (a® + b2+ 2)

q(2) = b (ab+b2+bc+a2,u1—abu1—bcu1+c2,u1)
B (a+b+c) (a2 + b2+ c2)

4(3) = c(ac+be+c?+a* +b*um —acpr —bep )

(a+b+c) (a2 + b2+ 2)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

b (a—"5) (a—c) ~ (b+ce)(a+b+c)
' @2 = 2bc—a (b+c) Ml_—a2+2bc+a(b+c)
On déduit que:
a(a—b—c) be be

I = {aQ }

—ab—ac—2bc’ —a?+ab+ac+2bc’ —a?+ab+ac+2bc
Dessin = Dessin U{I3} = {A, B,C,G, 11,112,135, J, K, L1, Lo, L3, Lo}

Détermination du point I3 :

Soit I3 le point (ALy) N (GJ). Le point I3 est composé.

Comme I3 € (ALg), on a, en choisissant I'inconnue v

— — —
Ol3 =v; OA+ (1 — 1/1) OLy

On déduit: .
OI3 =¢(1) OA+e(2) OB+¢€(3) O
avec
a? +b%v + iy
e(l) =
a? + b2 + c2
b2 1— 141
(2) = 2 ( 2 >2
a’+b* +c
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2 (1—wvy)
@)= 2
a*+b*+c

Comme I3 € (GJ), on a, en choisissant I'inconnue jq

_— = —

013:/1,1 OG—F(l—,Uzl) J

On déduit:
— — — —
OI3 = f(1) OA+ f(2) OB+ f(3) O
avec 5 5 b+
a—2a M1+ CH1
1) =
ue 3(a+b+c)
3b+ap —2bp +cuy
2) =
/@) 3(a+b+c)
3ct+ap+bur —2cu
3) =
/63) 3(a+b+c)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne
S —(a=10) (a—c) B —3bc
TR —bet+ta(b+o) m_bQ—bc—i-c?—i-a(b—i—c)
On déduit que:
ab+ac—bc b? c?

Iy = { }

Dessin = Dessin U{I4} ={A,B,C,G, I ,1s,13,14,J, K, L1, Lo, L3, Ly}
Détermination du point Iy :

Soit I4 le point (ALg) N (GK). Le point I4 est composé.

Comme Iy € (ALp), on a, en choisissant 'inconnue 14

ab+b24+ac—bc+c2ab+b2+ac—bc+c2 ab+b2+ac—be+c2

— — —
Ol =v1 OA+ (1 — 1/1) OLy

On déduit:
— — — —
OI; =g(1) OA+g(2) OB+ g(3) OC
avec
a2+ b2 + Ay
b2 (1 — 1/1)
9) — - \= 7).
9(2) a? + b2 4 ¢2
02 (1 — Vl)
9(3) = a? + b2 4 2

Comme I, € (GK), on a, en choisissant 'inconnue p
— — —
Oly = OG+(1—,LL1) OK

On déduit:

OI; = h(1) OA + h(2) OB + h(3) OC
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avec
h(l):3&4—3a2b2—3&202—2a4,u1—|—a2b2u1—|—b4u1+a262m—2b262,u1—|—c4,u,1
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
h(2):—3a2b2+3b4—3b202—|—a4,u1—|—a2b2,u1—2b4u1—2a202u1+b2c2m+C4M1
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
h(3):—3&202—36202‘1'3044—&4#1—2a2b2/ﬁ1+b4,u1—|—a202'u1—|—b2021ul—2@4lu1

3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

2(a—>b)(a+b) (a—c) (a+c) B 6 b2 c?
at —2a?b2+b4 —2a2c2 +4b2c2 4+ A H = at —2a?b2 4+t —2a2c2 +4b2c2 4+ A

v =

On déduit que:
I = { at —a?b? —a?c + 202 2
a* —2a?b? + b4 —2a2c2 +4b2c%2 + '
b (—a® + 0%+ ¢?)
a* —2a?2b? + b4 —2a2c2 +4b2c% +
c? (—a2 + b2+ 02)
a* —2a?b? + vt —2a262+46262+c4}
Dessin = Dessin U{I3} = {A,B,C,G, I, 12,13,14,15,J, K, L1, Ly, L3, Lo}
Détermination du point I3 :
Soit I le point (ALg) N (JK). Le point I5 est composé.
Comme I5 € (ALy), on a, en choisissant 'inconnue 14

@Zlﬂﬁ-%(l—lﬂ) O—Lo)

On déduit:
— — — —
OI; =i(1) OA+1i(2) OB +1i(3) OC
avec
. a?+ b2+ Ay
i(1) =
CL2 + b2 + 62
. b2 (1 — 1/1)
)= ———%=
i(2) a? + b2 4 2
, c(1—1uy)
i3) = a? + b2 4 2

Comme I5 € (JK), on a, en choisissant l'inconnue 1

—

— —
OI5 = M1 OJ—I—(l—,ul) OK

On déduit:
OIs = j(1) OA+3j(2) OB+ j(3) O
avec
1) a (a3 —ab?—ac® —a’bu +b3 1 —acpr +2abepr — b cp — b —I—c3,u1)
] =

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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b (—a?b+b®—b+ad s —ab?p —a*cpr +2abep — b e —ac p + A )

[(9) —
12 (@a-b-c)(@atb-—c)(@a—b+c) (@atb+o
(3) = c (—aQC—bQC+C3+a3,u1—a2b,u1—abzm—l—b?’m—l—Qabcm—a62u1—b62,u1)
I = (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne
2a (a—"b) (a—c)
a’ —a?b—ab?+b —a?c+2abc+b2c—ac2+bc?+ 3
2bc (b+c¢)
I S 22— ab?+ 5 —alct 2abet b2c—a 1 b2+ 3

vy =

On déduit que:
a (a2—ab—ac+2bc)
Is = {a3—a2b—abz—|—b3—a20+2abc+b20—a62+b02+c3’
b (—a+b+c)
a3 —a?b—ab?+b —a2c+2abec+b2c—ac?2+bc?+c3’
& (—a+b+ec)
a3—a2b—ab2+b3—a2c+2abc+b2c—ac2+b02+c3}

17.4 'Triangle podaire et point de Lemoine

Soient ABC un triangle et P un point du plan ABC: le triangle P, P, P3; formé par les projections
orthogonales P, P», P3 du point P sur les trois c6tés du triangle est appelé le triangle podaire de P
relativement au triangle ABC.

Exercice 17.4.1
Soient Lg le point de Lemoine d’un triangle ABC, G le centre de gravité et Ki, Ko, K3 le triangle

podaire de Ly relativement a ABC' (les projetés orthogonaux respectifs de Ly sur (AB), (BC), (AC) sont
les points K1, Ko, K3).

1. Montrer que le centre de gravité du triangle K1 KoKs3 est le point de Lemoine.
—_— = —— = ——
2. Calculer LoK3, LoK3, LoK3, AG - K1K3, BG - K1Ky, CG - KyKs3.
3. Calculer les coordonnées barycentriques du point de Lemoine L du triangle K1 Ko Ks3.

4. Calculer les coordonnées barycentriques du centre K* du cercle circonscrit au triangle K1 Ko K3 et

le rayon Rk, k,K, de ce cercle.
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Solution:

Dessin ={A, B,C,G, Lo}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Lg, G.

Les coordonnées barycentriques des points composés:

a? b? c?
Lo =
0 {a2+b2+02’a2+b2+02’a2+b2+02}
111
G = (s 12
{3’3’3}

Dessin = Dessin U{K1, Ko, K3} = {A,B,C,G, K1, K2, K3, Ly}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K1, Ko, K3.

La projection du point Ly sur la droite (AB) est le point K; de coordonnées barycentriques

3a2 -+ —a®+302+ 2 0}
(@2 +b2+c%) 2 (a2 +b%2+c2)’

K, :{2
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La projection du point Ly sur la droite (BC) est le point Ky de coordonnées barycentriques

a? 4302 — 2 a’> — b +3¢

Ko =10
2 {’2(a2+b2—|—c2)’2(a2—|—b2+62)

}

La projection du point Ly sur la droite (AC) est le point K3 de coordonnées barycentriques

3a? + b2 — 2 —a?+b*+3c2
(@2 +b2+c%)" 772 (a?+ b2+ 2)

K3 = {3 }

La distance LoK? est égale a

5 —BC? 2 (a2 — b2 — cg) AC? 2 (a2 — b2+ 02) AB? (aQ — b2 — 02) (a2 — b2+ 02)

LoK? = + +
o 2 (a2 + b2 + ¢2)? 2 (a2 + b2 + ¢2)? 4 (a2 + b2 + ¢2)?

(—a+b+c)(a+b—c)c(a—b+c) (a+b+ec)
4 (a2 4 b2 + c2)?

LoK? =

La distance LoK?3 est égale a

a? AB? (a2 + 5% — 02) a? AC? (a2 — b+ 02) B(C? (a2 + b2 — 02) (a2 — b2+ 62)
2 + 2 - 2
2(a?+b>+c?) 2(a®+ b2+ %) 4 (a® 4 b2+ c?)

LoK2 =

soit
a?(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

4(a®+ b+ 02)2

LoK2 =

La distance L0K§ est égale a

LOK:% _ AB?1? (a2 + b2 — 02) AC? (a2 — b2 - 02) (a2 + b2 — c2) b2 BC? (—a2 + b2+ 02)

+ +
2 (a2 + b2 + 2)? 4 (a2 + b2 + 2)? 2 (a2 + b2 + 2)?

b (a—b+e)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
4 (a2 + b2 + ¢2)?

LoK2 =

La distance K1 K3 est égale

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (2a% —b* +2¢?)
4(a? + b2 + )

K\ K3 =

La distance K2K32 est égale a

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (2a® +2b* — ?)
4 (a4 b2 + c2)?

Ko K3 =

La distance K1 K3 est égale

(a—b+c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (—a®+2b* +2c2)
4 (a2 + b2 + 2)?

K\ K2 =
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Pour M = {z,y,1 —x —y},on a

mlﬁ_(a—b—c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (-14+x+2y)
1 4 (a® 4+ b+ )
—— —— (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+tc)(-1+2z+y)
BM - KiKy = 4 (a® + 0%+ ¢?)
i e (Catbtd) (a4b—c) (a—bto) (atbid) (r-y)
- KoKz =

4 (a® + b2+ 2)

—_— —— —_— —— —_—
donc AG - K1K3 = 0, BG - K1K2 = 0, G- K2K3 = 0.

Dessin = Dessin U{G1} = {A, B,C,G,G1, K1, Ko, K3, Lo}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont G.

Les coordonnées barycentriques du point composé (G s’obtiennent en faisant la moyenne des coordonnées
barycentriques des points K1, Ko, K3, soit:

On a donc Gy

a? b? c?
G =
1 {a2+b2+02’a2+b2+02’a2+b2+c2}

= Ly.

Dessin = Dessin U{L}} = {A,B,C,G,G1, K1, Ko, K3, Lo, L{}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont L.

Le point de Lemoine L du triangle K1K9K3 a pour coordonnées barycentriques

dans le repere

Ly = {KyK3 K1 K2 K1 K3}

{K3, K9, K3}. En revenant aux coordonnées barycentriques des points K1, Ko, K3, on

déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

da*+ a2 —v*+ a2 +202 2 — ¢
2(a2+b2—|—02)2

—a* +a?P 40 +2a2 2+ 022 -
2 (a? + b2 —1-02)2

—a* 4+ a2 4+ 2022+ 22—
2 (a2 + b2 +c2)2

Ly = {

9

)

}

Dessin = Dessin U{K*} ={A,B,C,G,G1, K1, Ko, K3, K*, Lo, L§}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K*.

Les coordonnées barycentriques du centre K* du cercle circonscrit au triangle K1 K2 K3 sont, dans le repere

{K3, K>, K3}

K*={

Janvier 2013

KoRy® (—Ki1Ky® — KiK3® + Kp K3®)

KiK' — 2 K1 Ko? K1 K32 + K1 K3t — 2 K1 Ko? Ko K32 — 2 K1 K32 Ko K32 + Ko K3t
KiK3® (K1 K2* + K1 K3® — K2 K3?)
KiK' —2 K1 Ky? K1 K32 + K1 K3t — 2 K1 Ko? KoK3?2 — 2 K1 K32 Ko K32 + KoKt
K1K7? (K1K>? — K1 K3? — K> K3?)
KiK' —2 K1 Ky K1 K32 + K1 K3t — 2 K1 Ko? KoK — 2 K1 K32 Ko K32 + K2K34}
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En revenant aux coordonnées barycentriques des points K7, Ko, K3, on déduit les coordonnées barycen-

triques du point composé:

4a?+ 0+ a?+4b+ P a4
6 (a®24+b2+¢2) 6 (a®>+ b2+ %) 6 (a®> + b2+ ¢2?)

K* = { }

On a alors
(202 +20° — ) (202 — 1 +2¢) (—a® + 282 +22)
36 (a2 4 b2 + ¢2)?

2 * 172
RK1K2K3 = K Kl -

Exercice 17.4.2

Dans un triangle ABC, soient H,, Hy, H. les pieds des hauteurs issues des sommets A, B, C d’un triangle
ABC, 1, Iy, I, les milieuz des segments [AH,|, [BHy|, [CH.] et A1, By, C les milieux des segments [BC],

[AC], [AB].

Montrer que les droites (I,A1), (IyB1), (I.C1) sont concourantes au point de Lemoine.

Solution:

Dessin ={A, B,C, H,, Hy,, H.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont H,, Hy, H,.

La projection du point A sur la droite (BC') est le point H, de coordonnées barycentriques

a? 4+ —c2 a2 -2 42

Ha = 5 )
{0 2 a? 2a?

}

La projection du point B sur la droite (AC) est le point Hj de coordonnées barycentriques

a? + b — 2 —a? +b% + 2

Hb:{ 212 s Uy 212 }

La projection du point C' sur la droite (AB) est le point H. de coordonnées barycentriques

a2 -2+ —a?2+b02+ 2 0}
2¢2 ’ 22 ’

Dessin = Dessin U{ A1, B1,C1,1,, Iy, I.} = {A, Ay, B,B1,C,C1,Hy, Hy, He, 1o, I, 1.}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.

H, =1
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Les points composés sont, I, Iy, I., A1, B1,C1.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

1 a2+ -2 a2 —b2+ 2

la = {27 4q? ’ 4qa? }
a2+ -2 1 —a?+b2+2
b ={—ppr 73 )
a2—bVP+c2 a2+ +2 1
le = { 4c? ’ 42 ’5}

11

A =10, =, =

1={ ,2,2}

1 1

B =1{=,0,=

1 {27 72}

11
Cl - {57570}

Dessin = Dessin U{l1} = {A, Ay, B, B1,C,Cy,Hy, Hy, He, 11, 1, Iy, 1.}
Détermination du point I :

Soit Iy le point (I,A1) N (I B1). Le point I; est composé.

Comme I; € (I,A1), on a, en choisissant 'inconnue v

—

Ol = (1—V1) OA1 +1n O—)Ia

On déduit:
— — — —
Ol = a(l) OA+a(2) OB+ a(3) O
avec y
1
1) = =
a(1) =2
a(2):2a2—a21/1+b2u1—62u1
4q?
a(3)22a2—a21/1—b21/1+62u1
4a2

Comme I; € (IBy), on a, en choisissant l'inconnue

—

OL = (1— ) OBy + m OI,

On déduit:
— — — —
O, =b(1) OA+b(2) OB +5b(3) OC
avec b2 9 b2 9
204 at = b —
b(1) = T
M1
b(2) = =
(=%
20 —a? iy — b2y + P
b(3) = 4b2
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

2a? 202
N = —————— e —
T2 irre MTaeipye
On déduit que:
2 2 2
a b c
L =/

ﬂ+&+éwlwﬂmfﬁ+@+@}
Le point I; est donc le point de Lemoine.

17.5 Théoréme de Greébe

Exercice 17.5.1 construction du point de Lemoine

Soit ABC un triangle orné par le dessin de trois carrés ABN1My, BCNoMs, CAN3Ms. On suppose
que les trois carrés sont tous ouverts vers lextérieur (vers l'intérieur) du triangle.

On pose Py = (M1N1) N (M3N3), P, = (M1Ny) N (MaNs), P3 = (MaNy) N (M3Ns). Montrer que les
droites (APy), (BPs), (CP3) se coupent au point de Lemoine.

Solution:
On pose
A=—-a*+2a202 —v* +2a° 2 + 2022 — A
=(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Carrés tournés vers lextérieur ,

2
l’ ‘s‘
J S
S M2
/
/
Ny /7
B
N2
o
M.
) L
/
/
A C
J ) P
P] / N, M, 3 3

Dessin = {A, B,C, My, My, M3}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, Mo, Ms.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

A+ VA= —a? b2+ 22

7 S, o o
—2a® a® +VA+? -2 a2 b+
7 S SR S

M, = {

My = {
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a2 4+b02 -2 =202 —a?+VA+b2+ 2
Vo NV VA

Dessin = Dessin U{Ny, No, N3} = {A, B,C, My, My, M3, N1, No, N3}

On a les équations vectorielles

Ms = {

}

— _— ——
0 = —AB+ MN;
— — e
0 = —BC + M3Ny
— —  ——
0 = —CA+ M3N;

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

—

— — — —
0 = OA— OB—- OM;+ ON;
— — — — —
0 = OB— OC— OM;+ ONy
—> — — —_— —
0 = —0OA+ OC — OM3 + ON;
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont N7, No, N3.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

a2 =0+ —a? VAP A+ 20
7 S/ SO o

Ny = {—2a2 R a2+ﬁ—b2—|—02}

VTV VA
a2 +VAIFE -2 202 —a? + b2+ P
Y Y S

Dessin = Dessin U{P,} = {A, B,C, My, My, M3, N1, N2, N3, P; }

Détermination du point P; :

Soit Py le point (M;Ny) N (M3N3). Le point Py est composé.

Comme P; € (M;N7), on a, en choisissant I'inconnue v

N = {

Ny = { }

— — —
OP; =11 OM; + (1 — Vl) ON;

On déduit:

— — —

OP, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC
avec
a2 =2+ +VAn
NN

—a2 4+ VA+ 2+ -V

VA

—2¢2
a(3) = 7

Comme P; € (M3N3), on a, en choisissant I'inconnue

a(l) =

a(2) =

— — —
OP; = py OM3+ (1 — 1) ON3
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On déduit:
— — — —
OP, =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
a2+ A+ -2 =V
b(1) =
VA
—2b?
b(2) =
@ VA
2012 2
b(3) = a®+b°+c +\f)\,u1
VA
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
V_—a2+\5+3b2+02 _a2—b2—3c2
' VA - N5

On déduit que:

VA+2b02+2¢2 20 —202}
VA VAT VA

Dessin = Dessin U{P} = {A, B, C, My, My, M3, N1, Na, N3, P;, P>}

Détermination du point P :

Soit P le point (M1 N1) N (M2N2). Le point P, est composé.

Comme P, € (M;N7), on a, en choisissant I'inconnue v

P o=

e T

ey
OP, =11 OM; + (1 - Vl) ON;

On déduit: . . . .
OP, =¢(1) OA+¢(2) OB +¢(3) OC
avec
a?— b+ + Vi
(1) =
VA
o(2) = —a?+ VA + -V
VA
—2¢2
3) =
c(3) 7

Comme P, € (M3N3), on a, en choisissant I'inconnue 1

On déduit: . N
OP, =d(1) OA+d(2) OB +d(3) OC
avec )
—2a
d(1l) =
@ VA
Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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a2+ - +Vim

d(2) =
@ VA
2 _ b2 2 (=1
d(3) = a +c2 = VA (=1+m)
VA
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
I Lt o et VA= +3¢
1 N5 M1 N

On déduit que:

P {—2a2 202 + VI +2¢2 —202}

2 = 5 )
VA VA VA

Dessin = Dessin U {Pg} = {:1 B, C, A\fl y J[Q. ﬂ[;;. A\vl, A\vz A\if;, Pl, ]‘)-_). P;}
Détermination du point P :
Soit Ps3 le point (MaN2) N (M3N3). Le point Ps est composé.
Comme P3 € (M3N3), on a, en choisissant 'inconnue v

—_— =

—
OP; =11 OMs + (1 — Vl) ON>y

On déduit:
—_— — — —
OP3; =¢(1) OA+¢(2) OB +¢(3) OC
avec )
—2a
e(l) =
==

2,12 2
6(2):a +02 -2+

a? =02+ =V (=1+u)

S

e(3) =

S

Comme P3 € (M3N3), on a, en choisissant I'inconnue gy

— —_— —
OP3 = piy OM3+ (1 —p1) ON3

On déduit: N .
OP; = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC
avec 5 9 9 \/»
b2 —c2— VX (—
f(l):a + c = (=14 1)
—2b?
f(2) = 5y
) 2 2
7(3) = a-+b-;;-+v5u1
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

—a? —3b% + 2 _3a2+\5+b2—02
A & A

vy =

On déduit que:

—2a% —2b% 2a%+ \FA+2b2}
VAT VA VA

Dessin = Dessin U {L()} — {4 B, C, L(]A \[] s \[2 \[; ;Nv] 5 A\v-_)A \v; P] 5 P-'_), P;}

Détermination du point Ly :

Soit Lo le point (P1A) N (P2B). Le point Ly est composé.

Comme Ly € (P1A), on a, en choisissant l'inconnue v

Py = {

e

OLOZ(l—Z/l) @)H—ula—PT

On déduit:
— — — —
OLy=g(1) OA+g(2) OB +¢(3) OC
avec
VA+202 0 +22 1
9(1) =
VA
—2 b2 141
2) =
9(2) 5y
-2
3) =
9(3) 7

Comme Lg € (P,B), on a, en choisissant l'inconnue

—

— —
OLy = (1 — ,ul) OB + 1 OP,

On déduit:
— — — —
OLy = h(1) OA+ h(2) OB + h(3) OC
avec )
—2a”
h(l) = ———
@) VA
A+ 2a? 2¢?
h(2):f+ a g + 2%
VA
—2¢? M1
h(3) = ——
) VA
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;1 donne
- )
Lo @rrr+d) M7 o@reye
On déduit que:
Lo = { a? b2 c? )
R A - e A Qe

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page

281



Chapitre 17 Point de Lemoine La géométrie euclidienne par I'informatique I

Carrés tournés vers lintérieur (c’est a dire recouvrant le triangle ABC'). Nous indiquons les coordonnées
barycentriques des points étudiés précédemment.

Dessin = {A, B,C, My, My, M3}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont My, My, Ms.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

—a?+VA+bB2 =% a2 - -2 2702
v\ RV NRVON

M, = {

}

202 —a?+VN—b* 4+ —a?+b?—c?

My = { }

a

VA VA ’ VA

—a? =4+ 202 A+ VA0 =2
7 Y ST S

Dessin = Dessin U{Ny, No, N3} = {4, B, C, My, My, M3, Ny, N3, N3}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Ny, Ny, N3.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M; = {

—a24+b02 -2 A2+ VA= -2 22
7 S SN

N, — {2a2 —a? —b? + 2 —a2+\5+62—02}
VA Vo VA

—a?+ VA= 2 20 a® — b - P
7 S, SR, S

Dessin = Dessin U{P,} = {A, B,C, My, My, M3, N1, No, N3, P, }

Détermination du point P :

Soit P; le point (M1N1) N (M3N3). Le point P; est composé.
On obtient:

Ny ={

N3 = {

V=202 —2¢2 202 2¢2

b=t A""nwn

}
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Dessin = Dessin U{P,} = {A, B, C, My, My, M3, N1, No, N3, P;, P>}
Détermination du point P :

Soit Py le point (M;N7) N (MaNs). Le point P, est composé.

On obtient:

P {2a2 —2a2+V\—2¢2 202}

2 = ) Y T~
VA VA VA

Dessin = Dessin U {P},} — {44 B, (j, J[’l, J[g A\[;g, A*“Yl. A\v-g, A\Y; Pl, PQ. P),}

Détermination du point Ps :

Soit Ps le point (MyN32) N (M3N3). Le point P3 est composé.

On obtient:

. {2a2 20 —2a+ VA — 2b2}
3 = U = >
VATV VA
Dessin = Dessin U {L()} = {A B, C, L(J, ;\[1, ;\[2, J[J, A\l 4\2 x\““vg, [)l, [)2\ f’g}
Détermination du point Lg :
Soit Lo le point (PyA) N (P2B). Le point Ly est composé.
Comme Ly € (P1A), on a, en choisissant I'inconnue v

— — —
OL()Z(l—Vl) A+V1 OP1

On déduit:
— — — —
OLy=g(1) OA+g(2) OB+ ¢(3) OC
avec
\f)\—2b21/1 —2c2% 1
9(1) =
VA
2b2 141
2) —
9(2) oy
2¢2 1,
3) =
9(3) Y

Comme Lj € (P»B), on a, en choisissant I'inconnue g

—

OLo = (1— ) OB + 1 OF,

On déduit:
— — —
OLo = h(1) OA+ h(2) OB+ h(3) OC
avec )
2a” 1
h(1l) =
o VA
h(2)_\f)\—2a2,u1—202,u1
VA
202#1
h(3) = ———
(3) 5y
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La résolution du systéme linéaire d’inconnues v donne
1, M1

VA VA

V1:2(a2+b2+c2) m:Q(a2+bQ+02)
On déduit que:

Lo = { a? b2 c? )

R LA - R R R e

17.6 Une propriété d’extremum

Exercice 17.6.1 Point de Lemoine
Soit ABC' wun triangle et M un point de coordonnées barycentriques {z,y,1 —x — y}, P, Py, P. les
projections orthogonales du point M sur les cotés respectifs (BC), (AC), AB). Déterminer le point M
de telle sorte que ’expression
P,M? + P,M? + P.M?

soit extrémale. Préciser alors sa valeur.
Méme question avec l’expression
2 2 2
FP,P; + B,P; + PP,

Solution:

Ftude de Uexpression P,M? + PyM? + P.M?:

Dessin = {A,B,C, M, P,, Py, P.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M, P,, Py, P..

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M = {x,y,l—x—y}
La projection du point M sur la droite (BC') est le point P, de coordonnées barycentriques

aAr+bPr—ccr+2dy 2a2—a2x—b2m+02x—2a2y}
2 a? ’ 2 a?

La projection du point M sur la droite (AC) est le point P, de coordonnées barycentriques

Pa :{0,

202z +a’y + b2y — 2y 0 202 —2b% 2 —a?y — b2y +cty
202 Y 202 J

La projection du point M sur la droite (AB) est le point P. de coordonnées barycentriques

P, ={

a? — b2+ —a’x + b + x — a’y+ b2y — Py —a® + 0>+ 2+ a’x — bPr — Fx + d’y — Py + Ay

P. =
c { 262 262

,0}
La distance P,M? est égale &

AB? (a2 + b2 — 02) 22 AC? (a2 — b2+ 02) 22 BC? (a2 + b2 — 02) (a2 — b2+ 02) x?

P,.M? =
@ 2a2 2a? 4 a4
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soit
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+ec) (a+b+c)z?
4a?

P,M? =

La distance P,M? est égale &

2

PM? =
k 202 202 4t
soit
(a—b+4c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)y?

4 b2

P,M? =
La distance P,M? est égale &

(a—b+c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (-1+z+y)°

2 _
FeM™ = 4c?

On a donc
P,M? + P,M? + P.M?
=K (a2b2—2a2b2x—|—a2b2$2—|—b202x2—2a2b2y+2a2b2ajy—|—a2b2y2+a202y2)

avec
—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

4a2b?c?

Cette quantité est extrémale lorsque les dérivées partielles en les variables x et y sont nulles, soit

P

—a’+d*z+Fr+adly=0
P+ +by+cly=0

On déduit alors
2 b2

y:

a
xrT = —F7T-— —_—
a2+ b% + c2 a2+ b% + c2
donc
a? b2 2

M =
{a2+b2+627a2—|—b2—|—62’a2—|—b2—|—02}

qui est le point de Lemoine.
On a alors

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

P,M?+ P,M? + P.M? =
15 + 4 (a® + b2+ 2)

Etude de l'expression P,P? + PyP? + P.P2:
On a successivement
Pan2 =K (b2a:2+a2xy+b2xy—02xy+a2y2)

PP}=Ka* (1* -2 +b*2” —aly—bVy+Py+dzy+bay—Fay+ay?)
PP} =KV (> —a’z -V z+Pz+b2° —2a°y+a’zy+b2zy—ay+ay?)
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donc
P,P? + P,P? + P.P?
:K(2a2b2—3a2b2x—b4x+b262x+a2b2x2+b4x2+6262x2—a4y—3a2b2y+a262y
+a4my+2a2b2xy+b4xy—c4acy+a4y2+a262y2+a202y2)
Cette quantité est extrémale lorsque les dérivées partielles en les variables x et y sont nulles, soit
—3a®0? b+ 022+ (2a2b2+2b4+26202) x4+ (a4+2a2b2+b4—c4) y=20
—a* —3a®b?* +a? P + (a4—|—2a2b2+b4—c4) T+ (2a4+2a2b2+2a202) y=20

On déduit alors

a? b2
Terr+e YT arrte
donc
M= { a? b2 2 )
a2 +b%2+c2’ a2+ b2+ c? a? + b2+ 2

qui est encore le point de Lemoine.
On a alors

3(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
4 (a® 4+ 0%+ ¢?)

P,P? + P,P? + P.P? =
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CHAPITRE

18

Cercles de Lemoine et de Tucker

18 Cercles de Lemoine et de Tucker

18.1 Cercle de Lemoine

Exercice 18.1.1 Cercle des 6 points

Soit ABC' un triangle inscrit dans un cercle de centre Q et K le point de rencontre des symédianes du
triangle. La droite passant par K paralléle au coté BC rencontre le coté AB en Py et le coté AC en Qs3;
la droite passant par K paralléle au coté AB rencontre le coté AC en Ps et le coté BC' en Qo; la droite
passant par K paralléle au coté AC rencontre le coté BC en Py et le coté AB en Q1.

1. Montrer que le cercle passant par Py, Ps, P3 passe également par les points Q1,Q2, Q3. Préciser la
valeur du rayon de ce cercle et les coordonnées barycentriques de son centre Ky, .

2. Montrer que ce centre Ky, est le milieu du segment K.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point de coordonnées barycentriques M =
{z,y,1 —x — y} soit situé sur ce cercle.

4. Montrer que la droite AQ (resp. BQ), CQ)) est orthogonale a la droite Q1 Ps (resp. QaP1, Q3Ps).

5. Montrer que les segments Q1Ps, Q2P1, Q3 P> ont méme longueur.

Solution:
Nous déterminons les coordonnées barycentriques du point P; en introduisant un point intermédiaire W
tel que la figure BCW K soit un parallélogramme et obtenons alors le point P; comme intersection de la
droite KW avec la droite AB. En changeant les notations, nous obtenons les coordonnées barycentriques
de PQ, P3.
Dessin = ={A,B,C, K,W}
On a les équations vectorielles

— — P ——

0 = —-BC+ KW

0 = I?Zcﬁ—i— ﬁlﬁ—i— RCQ
et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

— — — — —
0 = OB—0C—- OK+ OW
ﬁ

0 = a20—1>4+b2O_B)+020—C>'+(—a2—b2—02) O—I>(
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Les points composés sont W, K.
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

W= { a? a? + 2 a2—i—b2+202}
a2 2 42 @242+ a2+ b2+
a? b2 2

-

a2+b2+c2’a2+62+c2’a2+b2+c2}

C

Dessin = Dessin U{P,} = {4, B,C, K, W, P, }
Détermination du point P :

Soit P le point (AB) N (KW). Le point P; est composé.
Comme P; € (AB), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
OP;, =11 OA+ (1—1/1) OB

Comme P; € (KW), on a, en choisissant les inconnues p

—_ =

OP; = 11 OK—i—(l—,ul) O—M}

On déduit:

—

—

— —
OP;, = b(1) OA +b(2) OB + b(3) O

avec

a2
b(1l) = —-——
() a? + b2 + ¢2
19) — —a? -+ a0+
(2) = a? + b2 + 2
b(3 _a2+b2+2027a2u17b2,u1762;11
()_ a2+b2—|—02
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

a? a? +b%+2¢2
N =——- - - =
T 21+ MT eipie
On déduit que:
2 2, .2
a b +c
P o= 0}

a?+ b2+ a?+ b+
Dessin = Dessin U{{2, P\, P>, P3s} = {A,B,C,K,Q, Py, P, P3, W, P }
On déduit directement les coordonnées barycentriques des points composés €2, P;, P, P3:

bQ 2 2
P2:{07 ) @ te }
a2+ b2+ a? 4 b + 2
a? + b? c?

Py =
3 {a2+62+02’ ’a2+b2+02}
Q={a®(®-V -, b (—a®>+b*—c?),—c* (a* + b = )}
les coefficients étant normalisés en les divisant par
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Connaissant les coordonnées barycentriques des 3 points P, Ps, Ps, il est aisé de déterminer les coordonnées
du centre du cercle circonscrit a ces points. En utilisant les formules de changement de repere ou en
déterminant directement un point équidistant des points Py, P>, P3, on trouve
a® (a4 —a’b® —a’c? — 26202)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a®+b%+c?)’

b2 (a2b2 — bt +2a%c? —l—b202)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+ec) (a+b+c) (a2 +b2+c2)’

c? (20,2132 +a’c+bv2c? - c4)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+ec) (a+b+c) (a2+b2+c2)}

KL1:{

La distance K? est égale &
4a? b2 (a4 — a2+ b — a2 — b2 P +c4)

KQ? =
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2 + b2+ c2)?

Le carré RL12 du rayon du cercle de Lemoine est la distance K, P2, soit
a2 b2 2 (az b2 + a2 2 + B2 02)

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2 4 b2+ c2)?

2
Ry~ =

Un point M = {x,y,1 — 2 — y} appartient & ce cercle si et seulement si MK7,? — Rr,? = 0, soit
0=a*t?+a?b* —2a*V?z —3a?b e -2 —2a2 02 Pr —b* Ao+ a b? 2% + 2% b 2?
+00 2242820 P2 420 2 + vt —aSy —3at Py — 242y —at Py
—2a20*Fy+adPry+3attPry+3aitrzy+ Sy +atlay
+2a? PP ry+vrlry—dPtry—Ptry—Sry+aSy®+ 24 2P
Lt 4200 @ ? 202022 y? 4 a2 ety
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Dessin = Dessin U{J} = {A,B,C, J, K,Q, P1, Py, P3, W, P, }
Soit J le milieu du segment K€2. On a I’équation vectorielle

— —
T JE 0
2 2

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

— —
— —  OK 0f
0 = -0/ =5+

Tenant compte des points composés précédents, on déduit:
J ={a® (a* —a®b® —a®* —2b*c?) b (—a®b* + b —2a° A —b?? ), P (=2a*b* —a’® — b P + )}
les coefficients étant normalisés en les divisant par

(a—b—c)(a+tb—c)(a—b+c) (a+b+c) (a®+b*+c?)

On a donc J = Ky, .

Dessin = Dessin U{Q1,Q2,Q3} ={A,B,C,J,K,Q, P, P», P3,Q1,Q2,Q3, W, P}

On vérifie rapidement que (); appartient au cercle passant par Pj, P», P3 en calculant la distance K, Q1.
On peut également déterminer directement le point ()1 en utilisant la formule traduisant 'appartenance
d’un point {z,y,1 —x —y} a ce cercle. En effet, un point situé sur AB a pour coordonnées barycentriques
normalisées {z,1 — x,0} et la condition se résume alors a

& (—a2+a2m+b2x—|—02x) (—a2 —62+a2x+b2x+02x) =0
impliquant que {x,1 — z,0} prend les valeurs

a? 52+62
1—2,0} =
{.’E, Z, } {a2+b2+02’a2+b2+02’

0}

2 2 2

a“+c b
al_ )O - ) 9
{z z,0} {a2+62+c2 a? +b% + 2

0}
Pour les points composés (1, ()2, @3, on obtient donc:

a’ + ¢? b2

- 0
A P e L A
Qs = {0 a? + b? c? )
SR N e
Qs = { a? b2 + 2 )
LRI N L e Y

Formons le produit scalaire

— ——
(=2) AQ- QiP5 = §(A,Q1,Q,P3) = QP3* — QQ1% — AP + AQ:”
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—
On a (—2) AQ - Q1 P3 = QP32 — QQ12 — .Z\4f)32 + MQ12 avec

Agi- L

(a® + b2+ ¢2)

b2 c? (2a6+2a2b4+a402—2a26202+b402—2b2c4+c6)
(a—b+¢) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (a2 + b2+ 2)?
b2 2 (2a6—|—a4b2+b6—2a2b202—2b402+2a204+b204)
(—a+b+c)(a+rb—c)(a—b+c) (a+b+ec) (a+b2+c2)°
b2t

(a® + b2+ 62)2

Q190 =

OP;? =

P3A% =

Il suit que
(=2) AQ- Q1P =0

La distance P;Q3 est égale &

a? AC? 2 a2 AB? (a—c¢) (a+c¢) _BC’2 (a—c)c? (a+c)
(a2 + b2 4 ¢2)? (a2 + b2 + ) (a2 + b2 + )
a2b2 2

(a2 +b% + 02)2

PQ3 =

La distance P2Q§ est égale a

PO — a’ AB*p? +a2A02 (a—b) (a+b) (a—1b)b* (a+b) BC?
T (@4 b2+ ) (a2 + b2 + ¢2)? (a2 + b2 + ¢2)?
a?b? 2

(a2 +b% + 02)2

La distance P3Q? est égale &

V> BC? 2 AB*V? (b—c¢) (b+¢) AC* (b—c) & (b+¢)
(a2 + b2 + ¢2)? (a2 + b2 + c2)? (a2 + b2 + ¢2)?
a’b? 2

(a® + b2 + 02)2

PQt =

18.2 Cercle de Tucker
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Exercice 18.2.1
Soit ABC' un triangle, 2 le centre du cercle circonscrit et Ly le point de Lemoine. Soit k un entier
différent de —1, hr, . ’homothétie de centre Lo et de rapport k. On pose:

Ay =hp, 1 (A) B = hr, x(B) Ci = hryk(C) Q1 = hry k()

La droite B1C1 coupe la droite AB en Py et la droite AC' en Q3.
La droite C1 Ay coupe la droite BC en Py et la droite AB en Q1.
La droite A1By coupe la droite AC' en P3 et la droite BC' en Q.

1. Montrer que le cercle I'rj, passant par Py, Py, P3 passe également par les points Q1, Q2, Q3. Préciser
la valeur du rayon de ce cercle et les coordonnées barycentriques de son centre Kp (pour k # —1,
I est appelé cercle de Tucker du triangle ABC).

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point de coordonnées barycentriques M =
{z,y,1 —x — y} soit situé sur le cercle de Tucker.

3. Montrer que ce centre Kr est le milieu du segment €.
4. Montrer que les segments Q1 Ps, QaP1, Q3P ont méme longueur.

5. Montrer que la droite AQ) (resp. BS), CQ) est orthogonale a la droite Q1P (resp. QaP1, Q3Ps).

Solution:

Dessin ={A, A1, B, B1,C,C1,Q, Ly}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont C, A1, By, €, Lyg.
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Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a? b? c?
a2+b2+c2’a2+b2+02’a2+62+c2}
a? (az—b2—c2)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
B (—a? + 12 — )
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
c? (a2+b2—02)
(—a—i—b—l—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)}
A +Pk+cck P(1-k) 21—k
2+t ’a2+b2—|—02’a2+b2+02}
a?(1—k) V’+a’k+ck 2 (1-k)
a2+ 024+ a2+ +2 a4+
a?(1—-k) 21—k E+a?k+b%k
a2+ +c2a?+02+c2 a2+ 42

Lo = {

0=

A= {

By = { }

}

—_—
Calculons le vecteur A;B;. On a:

avec

—
Calculons le vecteur AB. On a:

avec

On a ainsi
—— —
A1B; = kEAB
Dessin = Dessin U{P,} = {A, A1, B, B;,C,C4,Q, Ly, P}
Détermination du point P :
Soit P le point (AB) N (B1C1). Le point P; est composé.
Comme P; € (AB), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —
OP;, =11 OA+ (1 —Ijl) OB

Comme P; € (B1CY), on a, en choisissant I'inconnue

On déduit:
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avec 2 (18
W=arpre
d(2) = b2—b2k+a22ku1+b2k,u1+02k,u1
a? + b2 + 2
4(3) = c2—|—a2k+62k—2a2k,u1—bZkul—c2k’u1
a? + b2 + 2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

o a? (1—k) _02+(a2+b2)k
Terrre MT @ik
On déduit que:
a? (1—k) V*+c+adk
=5 s e
a®+b>+c* a*+b*+c

Dessin = Dessin U{P,} = {A, Ay, B, B1,C,C4,Q, Lo, P1, P>}
Détermination du point P :

Soit P, le point (BC) N (C1A1). Le point P est composé.
Comme P, € (BC), on a, en choisissant 'inconnue v

— — —
OPy, =14 OB+(1—V1) ocC

Comme P, € (C1A1), on a, en choisissant I'inconnue pq

e

OPy = (1—p1) 0—A1>+,UJ10—C'1)

On déduit:
— — — —
OP, = f(1) OA+ f(2) OB + f(3) OC
avec
f(l):a2+b2kz+62k—a2k,u1—b2k,u1—C2k:,u1
a2+b2+c2
b2 (1—k)
2) — — \= "
1) a? + b2 + ¢2
f(g):c2—02k+a2ku1+b2ku1+czku1
a? + b2 + ¢2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

. v (1—k) _a2+(62+02)k
1m2+2+e T @rr+rd)k
On déduit que:
v (1—k) a®>+c+b%k
Pr={0 5 s e
a’t+b2+c? at+ b +c

Dessin = Dessin U {P;}’ — {A A] , B, B] ,C, (,V] ,Q, LU. ,p] s PZ P;}
Détermination du point Ps :
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Soit P3 le point (CA) N (A1 B1). Le point Ps est composé.
Comme P3 € (C'A), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —
OP3:(1—V1) A+ OC
Comme P3 € (A1 B1), on a, en choisissant I'inconnue

O—>P3:,u10—z41)+(1—u1) OB,

On déduit:

—_— — —

—
OP; = h(1) OA+ h(2) OB+ h(3) OC

avec

a? —a’k+a’ku + Pk + Ak
a? + b2 + 2

- V+a?k+ck—a’kpu — b2 kp — Ak

N a? + b2 + ¢2

2 (1—k)

h(3) = a? + b2 + c2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

h(1) =

h(2)

A (1-k) _b2+(a2+02)k
T2+r+e MT @itk

n

On déduit que:

a?+ b+ 2k 2 (1-k)
a2 +b2+c2 7 7 a?+ b2+ 2
Dessin = Dessin U {(21 } — {4 ‘41. B, B] s (V (T'] , €, L(). P]A PZA P; (2] }
Détermination du point @)y :

Soit @1 le point (AB) N (C1A1). Le point @1 est composé.

Comme @ € (AB), on a, en choisissant l'inconnue 4

Py ={ }

— — —
OQl =1 OA+ (1 — 1/1) OB

Comme Q1 € (C1A1), on a, en choisissant 'inconnue 1

—

OQ1 = (1— ) O—A1>+M10—C'1>

On déduit:

OQ1=j(1) 0A+j(2) OB +j(3) O
avec

(1) = A+ Vk+k—a’kpu — v kp — Ak
I = a? + b2 4 2
b2 (1 —k)
oy - U —k)
i) a? + b2 + 2

i3 = A —Ek+alku +0%kp + Ak

a? + b2 + ¢2
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

a2+ +v%k A (—1+k)

T errre MT @itk

On déduit que:

A+ A4k B (1—k) 0
A S B s R I AL

Dessin = Dessin U{Q2} = {4, A1, B, B1,C,C1,Q, Lo, P1, P>, P3,Q1,Q2}

Détermination du point Q2 :

Soit Q2 le point (BC') N (A1B1). Le point Q2 est composé.

Comme Q2 € (BC), on a, en choisissant l'inconnue v

— — —
OQ2 =1 OB+(1—V1) ocC

Comme Q2 € (A1B1), on a, en choisissant I'inconnue

On déduit: . N .,
0Q2=1(1) OA+1(2) OB+1(3) OC
avec
(1) = a?—a’k+a’kur +0%kpy + Ak
N a? + b2 + c2
1(2) = V+a’k+ck—a’kp —VPkpu —km
N a? + b2 + 2
2 (1—k)
13) = = 8
(3) a? 4+ b2 4 2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ;1 donne

a? + 0?2+ 2k a? (—1+k)

"Terrre MT@rera)k

On déduit que:

_ 10 a2+ + 2k A (1-k)
Q=0 e drrr e

Dessin = Dessin U {(2;} = {rl 441. B, [))1. C, (71, Q L(). f)l, f)g, 1‘)), (21 (,22, (2;}

Détermination du point Q3 :

Soit @3 le point (C'A) N (B1CY). Le point Q3 est composé.

Comme Q3 € (CA), on a, en choisissant 'inconnue v;

_— =

—_—
0Qs3=(1—-v1) OA+1v, OC
Comme Q3 € (B1C1), on a, en choisissant l'inconnue g

— — —
OQ3 =1 OB+ (1 — ) OCy
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On déduit:
— —
0Qs =n(1) OA+n(2) OB +n(3) OC
avec 2 (1 p)
a® (1—
1) =
n(l) a?+ b+ 2
n(2) = bV —b2k+alkus + b2 kus + 2k
N a?+ b+ 2
n(3) = AEralk+bv2k—a’kp — vk — Ak
N a? + b2 + 2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
, ¥+ +a’k v (—1+k)
1 pu—

21+ MT @rerra)k

On déduit que:

a2 (1—k) b4+ AE+d%k
G=loipret arrre)

Dessin = Dessin U{Kr} = {A, A1, B, B1,C,C1,Q, KrLg, P1, P2, P3,Q1,Q2,Q3}

Equation du cercle passant par les points P;, P, Ps:

Le centre M = {z,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier MPE — MP§ =0 et MP? — M P = 0, soit

0 = 2a*b? 4+ a®b* + a*c® + 2a%0*°2 + aOk + a?b*k + a®ctk — a®b k2 + a2k
+ (=2a*0? — 2a%* — a'c? — 4a*V*? — bi? 4+ P — Ok — a'b?k — a®bk — VOk + 20202k + Pk 4 btk
+ (—a6 —2a*b? — a®b* — 2a*? — 20202 — a%ct — aSk — 2a*V*k — a®b*k — 2a* Pk — 202Dk — a204k) Y
0 = ab? — 1% + a*c® 4+ 2a%0%? + Ok — a®b*k — 2d%0%2k — 202 Pk + d*ctk + a*Pk? — V2 tE?
+ (—a4b2 + 05 — a*c® — 2a%0%2 + b1 + 02t + 8 — Bk + a®brk + 402D Pk + 262 Pk + Ptk + 202tk ) x
+ (—a4b2 + 0% — 20*¢? — 4a®0?? — 2a2ct — b2t — aBk + bk — a*Pk + 26202 Pk + bk — a®ctk — Sk ) Y
La résolution de ce systéme linéaire donne z,y, et les coordonnées du centre {z,y,1 —z — y} sont ainsi
a® (a4—a2b2 —a’c? —2b202+a2b2k—b4k:+a202k:—c4k)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a®>+b*+?)
b (—a?b?+ bt —2a2 2 022 —at*k+a? bk + b2 2k — ctk)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c) (a®>+b%+c?)’
c? (2@262—1-&202—1-6202 —C4+a4k+b4k—a202k—6202k)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a?+b2+c?)

Kr ={

)

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a?b?c? (@ +a? A+ +atk+ b k4t k4 a® VP k2 + a? P k2 + b2 P kP

R3 =
T (—a+b+c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2 + b2+ 2)?

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit Un point M = {z,y,1 — x — y} appartient a ce cercle si et seulement si

Fiz,y) + k(X +Y 4+ 2)Fy(z,y) +®P (X +Y + 2%k =0
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avec

Fi(z,y) ==X -0t X242 P XY 4+ A XY+ 0P XY + XY —a* Y2 — a2t y?
+a2 VP X 240X 242820 X Z4+0EXZ24+dY Z4+a*PYZ+a* Y Z+2a20VEY Z
—a*v? 2% - a? vt 22

Fy(z,y) = PP EX+V X+ A X+ Y -V AY + Y +dr VP 2+ PV 2 -V P

Dessin = Dessin U{J,Q;} = {4, A1, B, B1,C,C1,J,Q, Lo, P, Py, P3,Q1,Q2,Q3,91}

Les points purs choisis sont A, B, C.

Les points composés sont J, {2;.
Soit J le milieu de [2Q1] On a les équations vectorielles

— — —
0 = MLy (1—k)+ QK
— —
o = J%, I
2 2

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire
— — — —
0 = kOQ—I—(l—k) OLy — O
oG 0Q
—
0 =-0J+ -t 5

Tenant compte des points composés précédents, on déduit les coordonnées barycentriques des points com-
posés:

a? (a4—a2b2—a262—2b202+a2b2k—b4k+a202k—c4l-c)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a® + b+ ?)
b? (= (a®0?) +b* —2a® 2 — b2 —a*k +a? b2k + b2 2k — k)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c) (a®>+b*+c?)

c? (2a2b2+a202—|—b202—C4+a4k+b4kz—a202k‘—b2c2k)}
(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a?+ 1%+ c?)
0 — {aQ (a4—2a2b2+b4—2a202—2b202+C4+2a2b2k—Qb4k+2a262k—204k)
! (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®+b+¢2)
b? (a4—2a262+b4—2a262—2b202+c4—2a4k+2a262k+2b202k—204k)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c) (a®>+b*>+?)
c? (—a4+2a262—b4+2a202+2b202—04+2a4k+2b4k—2a202k—2b202k)}
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a® + b2+ c?)

=1

)

)

Y

9

On a donc K1 = Q4.

La distance P;Q3 est égale &

a2 AC? 2 (=1+k)?* a2AB? (a—c¢) (a+c) (—1+ k) _BC® (a—¢) P (a+o) (-1+ k)?
(a2 + b2 + ¢2)? (a2 + b2 + ) (a2 + b2 + )

PQ3 =

soit
a?b? (=14 k)?

(a2 4+ b2+ 02)2

PQ3 =
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La distance P2Q§ est égale a

a2 AB?b? (=1 +k)? N a> AC? (a—b) (a+Db) (-1+k)*> (a—b) b (a+b) BC?(-1+k)?
(a2 + 2 + c2)? (a2 4 b2 4 ) (a2 + b2 + ¢2)?

PQ3 =

soit
a2b? (=14 k)?

(a® + b2 + 02)2

PQ3 =
La distance P3Q? est égale &

BBC?? (-1+k)°  AB*0* (b—c) (b+c) (-1+k)° AC? (b—c) P (b+c) (-1+k)°
(a2 + b2 + ¢2)? (a2 + b2 + ¢2)? (a2 + b2 + ¢2)?

PQ3; =
soit
a? (14 k)?
(a®> + b2+ 02)2

Pour un point M de coordonnées barycentriques M = {z,y,1 —x —y}, on a

PQt =

(~2) M- QiP;
(—=1+k) (—a2b2—|—b4—b202—|—a2b2m—b4x—|—b202x—|—a2b2y—b4y+a202y—|—2b202y—c4y)
a? + b2 + 2

donc (—2) AQ - @Q1P3 = 0. On procéde de méme pour les autres produits scalaires.

Exercice 18.2.2
On conserve les notations de l’exercice précédent. Soient I, le milieu de [AA1], I le milieu de [BBi],

I, le milieu de [CCY].

1. Montrer que les points I,, Iy, I. sont les images respectives de A, B, C par une homothétie de
centre Ly dont on précisera le rapport.

2. Montrer que les triangles 1,1y1. et ABC ont méme point de Lemoine.
3. Soient les points
U = (P1Q2) N (P2Q3)  Up=(@Q1P3)N (PQ3)  Us = (PQ2) N (Q11F3)
Montrer que Uy € (ALg), Uz € (BLy), Us € (CLg). Caleuler UyU3, U U3, UsU3.

4. Déterminer les projections orthogonales Wy, Wo, W3 du centre Kp du cercle de Tucker sur les
droites (P1Q2), (P2Q3), (Q1Ps). En déduire que le cercle inscrit au triangle UyU3Us a pour centre
Kr.

Solution:
Dessin :41 z"h. B, Ul. (i'.’ Cvl. L()H 1“)1, 1“)2. f“); (21 (2_) (23}
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Les points purs choisis sont A, B, C.

ucker La géométrie euclidienne par 'informatique I

Les points composés sont Lo, A1, B1,C1, P1, Po, P3, Q1,Q2, Q3.
Les coordonnées barycentriques des points composés ont été décrites dans ’exercice précédent.
Dessin = Dessin U{l,, I}, I.} = {A, A1, B, B1,C,C1, 14, Iy, 1., Lo, P1, Po, P35, Q1,Q2,Q3}

Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont I, I, I..
On a les équations vectorielles

— —
I, A+ I,A
_— —
LB+ IyB
—_  —
1.C + I.C4

o] o] ol

et, par découpages automatiques, le systeme linéaire

—
0

—_
0

—
0

— — —
OA+ OA; -2 01,
—_— — —
OB+ OB; —2 Ol
— — —
oC+ 0C; -2 01,

Tenant compte des points composés précédents, on déduit les coordonnées barycentriques des points com-

posés:
I _{2a2+b2+62+b2k‘—|—02k b2 (1—k) 2 (1-k) )
‘o 2 (a? 4+ b2+ ?) "2 (a2 + 02+ %) 2 (a? + b2 + 2?)
I = { a2 (1—-k) a*+208++a*k+32k A (1-k) )
"T L@+ Ay 2 (a2 +02+¢2) "2 (a®+ b2+ ?)
a’ (1—k) V(1-k) a4+ +232+a’k+ bk

I = {

—
Calculons le vecteur Lgl,. On a:

—_—

LOIa =

avec

a(l) =

2(@+b0+c)2(a®+b%+c2)’

a(l)

}

2 (a® + b2+ 2)

—

A

—

+a(2) OB +a(3) OC

(b +c*) (1+k)
2 (a® 4+ b2 + 2)

—b? (1+k
D=5 +(b2++ 22)

—2 (1+k
B3 = 3@ +(b2++ i?)

—
Calculons le vecteur LgA. On a:

avec
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b
b(2
2) a? +b% + c2
2
—c
b(3) =
(3) a2+ b% + c2
On a ainsi -
Lol, = —= Lod
R
Calculons le vecteur Lgl,. On a:
—_— — — —
Lol = ¢(1) OA+¢(2) OB+ ¢(3) OC
avec 2 (14 k)
—a“ (1+
(1) = 212 1 2
2 (a2 + b2+ ¢2)
a?+c?) (1+k)
(2) = ( 2 )2 2
2 (a2 +b2+4¢?)
- (1+k)
3 p—
«(3) 2 (a®>+ b2+ ¢?)

—
Calculons le vecteur LgB. On a:

avec

—a?
d(1) = a2+ b2 + 2
d(2) = 2a2—262 2
a*+ b +c
—c2
43) a? + b2 + 2
On a ainsi
ALY
Calculons le vecteur [ch)- On a:
— —

avec

 —a® (1+k)
e(l) = 2 (a® + b2 + 2)

B (1+E)
e(2) = 2 (a®>+ 02+ ¢?)
o(3) = (a®+b%) (1+k)

2 (a®>+ b2+ ¢?)
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—
Calculons le vecteur LyC'. On a:

avec )
—a
1
F) a? + b2 4 2
—b?
2) —
a? + b?
13) = a? + b2 4 2
On a ainsi Lk
Lol, = — " IoC

Le rapport de ’homothétie est donc %
La distance I I est égale &
_ BC*(1+k)?  a®(1+k)°

I,1? 1 = 1
La distance 1,12 est égale &
2 2
L AC? (1+k) _P(+k)
¢ 4 4
La distance I,I? est égale a
»  ABX(1+k)?  A(1+k)
1,1y =

4 4

Dessin = Dessin U{U;} = {A, A1, B, B1,C,C1,1,, Iy, I., Lo, P1, P>, P3,Q1,Q2,Q3,U1 }
Détermination du point Uj :

Soit U; le point (P1Q2) N (P2Q@3). Le point U est composé.

Comme Uy € (P1Q2), on a, en choisissant 'inconnue 14

—

— ——
oUy =vy OP) + (1 — 1/1) OQQ

On déduit:
—_— — — —
OU; =g(1) OA+¢(2) OB +¢(3) OC
avec 2 ( 0
a 1-— 141
l)= ——++——
9(1) a? +b% + 2
(2) = A+ +Ek—dn+Ev+dkv -k
gle) = 2+t 2
A (1—k)(1-1w)
9(3) = a2+ b% + c2

Comme U; € (P2Q3), on a, en choisissant I'inconnue

— — —
OU; = p1 OPy+ (1 — 1) OQs
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On déduit:
—_— —
OU; = h(1) OA+ h(2) OB + h(3) OC
avec 2 ( 0 )
a” (1— 11—y
h(1) a? 4 b2 4 2
b (1 k) m
2 —
e a? + b2 + ¢2
P4+ +a?k+a?u —b2u —a’kpug + 0%k
h(3) = 212 1 2
a’+ b +c

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

e a2—|—(b2+02)/~c B B+ +a%k
I @—-a1-k "MT@-r_a)(—1+k
On déduit que:
a? (a® + 0%k + 2 k) b? (6% + 2+ a’k) A (> + A+ a?k)

U, =

1 {(a2 — b2 _02) (a2+b2+02)’ (—CL2 +b2+02) (CL2 +b2+02)’ (_a2+b2 +C2) (a2+62 +C2)}
Dessin = Dessin U{Us} = {4, A1, B, By, C,Ch, Lo, I, I, Lo, Py, Py, Ps, Q1, Q2, Q3, Uy, Us}
Détermination du point Us :
Soit Uz le point (Q1P3) N (P2Q3). Le point Uy est composé.
Comme Us € (Q1P3), on a, en choisissant I'inconnue v

—

OU; = (1 —11) O—Pz«})+1/1 0@

On déduit: N . . N
OUy =1i(1) OA+i(2) OB +1i(3) O
avec
. A2+ +EEk—b0Cu+E+v kv — Ak
(1) = a? + b2 4 2
v (1—-k)
oy - U=r)n
i(2) a? + b2 4 2
) A1-k (1=
iy = =R (=)
a?+b+c

Comme U; € (P2Q3), on a, en choisissant I'inconnue pq

— N —
OUy = p1 OP + (1 — Nl) 0Qs3

On déduit:
OUs; = j(1) OA+j(2) OB+ j(3) OC
avec ) "
. a® (1 — 1-—
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, b* (1 —k) m
(3) = V4+c+a?k+a?u —b*pu —a’kpg + 0%k
= a? +b% + c2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne
P+ (aP+ )k P @+ )k
T @) (—1+k) M T @) (“1+k)
On déduit que:
a? (a® +  + 0% k) v (b +a*k+ 2 k) A (a* +* + b k)

Up = {

(@2 +2) (@+02+2) (—a2+2—2) (@ +02+2) (a®— b2+ 2) (a2 + b2 +02)}
Dessin = Dessin U{Us} = {A, A1, B, B1,C,C1, 1., Iy, 1., Lo, Py, Py, P3,Q1,Q2,Q3,Uy,Us, Us}
Détermination du point Us :

Soit Us le point (P1Q2) N (Q1Ps3). Le point Us est composé.

Comme Us € (P1Q2), on a, en choisissant l'inconnue v

— — S
OUs =v1 OP; + (1 — I/l) 0Q-

On déduit:
— — — —
OUs = k(1) OA+ k(2) OB+ k(3) OC
avec ) ( "
a 1-— 11
1) = - = 7L
k(1) a? + b2 4 ¢2
k(2) = A+ +Ek—ad?v+AEvn+adlkvy —AEky
N a? + b2 + ¢2
A (1—k)(1—-1w)
k =
(3) a2+b2+62

Comme Us € (Q1P3), on a, en choisissant 'inconnue pq

—

OUs = (1 — 1) O—Pg)%-/u OQ1

On déduit:
— — — —
OUs = I(1) OA +1(2) OB +1(3) OC
avec
(1) = A+ + A 0Pk — Ak
- CL2 _|_b2 _|_02
0> (1 k) i
i2) = a? + b2 + ¢2
¢ (1—k) (1—pm)
i3) = a? + b2 4 ¢2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

a?+ b2+ 2k B a?+ b2+ 32k
@+ (1-k “T@rr_—aa-kr

V1T =
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On déduit que:

a? (a* 4+ 0>+ k) b (a® +b* 4+ 2 k) A (A +ad*k+b*k)

U =
K {(a2+b2—c2) (a24+024+c2) (a2 402 —c2) (a®+02+c2) (—a? = b2 +2) (a® + b2+ c?)

}

—_—
Calculons le vecteur AU;. On a:

AU, = m(1) OA +m(2) OB +m(3) OC

avec
(1) = —(0*+ ) (b +c*+d’k)
THTCe T+ ) (@ + 8+ )
(2) = b2 (b* + ¢ +a’ k)
[ (P 2 ) y ey e
2 b2 2 2l€
m(3) = ? (b*+ +a’k)

(—a?+ b2 +¢c2) (a®+ 02 +c?)

—_—
Calculons le vecteur ALg. On a:

avec

—(b? + 2
n(l) = 2( 2 )2
a’+ b +c
b2
9) —
n(2) a? + b2 4 2
2
c
3) =
n(3) a? + b2 4 2
On a ainsi ) ) )
Z—U_l) _ —b*—c"—a kZ—L_O)

—
Calculons le vecteur BU;. On a:
— — — —
BU; = o(1) OA+0(2) OB + 0(3) OC
avec
a? (a2 + 2+ b2 k)
(a2 — +c a® +b°+c
(@ — 12 +¢2) (@@ + b2+ 2)
o(2) = —(a*+ ) (a®* + A+ b*k)
a2 — b2 +c2) (a2 + b2+ 2
(
c? (a2 + 2+ b2 k:)
(a2 =2+ ¢?) (a2 + b2 + 2
(

e
Calculons le vecteur BLg. On a:

— — —

BLy = p(1) OA+p(2) OB + p(3) OC
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avec )
a
1) =
@) —(a® + %)
ple) = a? + b2 4 ¢?
2
c
P(3) a? + b2 4 ¢2
On a ainsi ) ) )
— a“+ct+ bk —
BUy =~ Bl

—
Calculons le vecteur CUs. On a:

avec
a? (a2 + 0242 k)

q(1) = @2+ 02— ) (a2 + 02+ 2)
0y _ v* (a® + 0% + 2 k)
1= i) @ T D
(3) = — (a* 4+ %) (a®* +b* + k)
N =@ r2—2) @2+ 02+ )

—
Calculons le vecteur C'Lg. On a:

— — — —
CLy = r(1) OA+r(2) OB+ 1r(3) OC
avec )
a
1 I
r(1) a? + b2 4 ¢2
bQ
r(2) = @2+ b2+ 2
r(3) = —(a® + b?)
a? + b2 + ¢2
On a ainsi 2 2 2,
— a”+0"+c'k =
CU; = iR CLg

La distance UsU3 est égale a

aS b2 (14 k)?
(a? +b% — 02)2 (a® — b2 + 02)2

UsU2 =

La distance U Ug est égale a

a?b8 2 (1 + k)?

U,U2 =
s (a%2 — b2 — 02)2 (a® +v% — 02)2
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La distance U1U3 est égale a

a2 b2 8 (1 + k)?
(a2 — b2 — 2)? (a2 — b2 + 2)*

U3 =

La projection du point K sur la droite (P1Q2) est le point W de coordonnées barycentriques

a?(1-k) a®>+22+c+a’k+c2k A2 (1-k)
2 (a2+0%2+ %)’ 2 (a? 4+ b2+ ?) "2 (a® + 1%+ ?)

Wi = {3 }

La projection du point K sur la droite (P2Q3) est le point Wy de coordonnées barycentriques

2(1—k) vV (1-k) a4+ +22+a?k+b%k
2 (a2 +b2+c2)" 2 (a® + b2+ ¢2)’ 2 (a?+ b2+ ?)

Wy = {

}

La projection du point K sur la droite (Q1F3) est le point W3 de coordonnées barycentriques

20 + 02+ 2+ k+ Pk v (1—k) 2 (1-k)
2 (a? + 02+ 2) "2 (a®+02+2) 2 (a2 + b2+ ¢2?)

={ }

La distance WlK% est égale a

a2b? 2 (1+k)?
4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

W1K2 =

On vérifie que W1 K2 = Wo K2 = WgK%.
Il en résulte que le cercle inscrit au triangle U;UsUs a pour centre K et réalise les contacts avec les cotés
aux points Wy, Wa, W3 puisque Wy, Wo, W3 sont les projections orthogonales de K sur les cotés.

Les coordonnées barycentriques du point de Lemoine L* du triangle I, 11, sont, dans le repere {I,, I, I.},
L* = {I,I2, 1,12, I,I?}, ce qui s’écrit

b? (1 + k:)

A(1+k)? =

—_—
OL* = OI + 1 1.

@ vk o+

Puisque

— 2a2+ 0+ A+ k+AEE — V(1-k =3 A(1-k) =

Ol, = 0] oc
2 (a2 +0?+¢2) +2(a2+62+c2) +2(a2+62+c2)

. . . . . % . H % % .
et des relations similaires pour [, I, on obtient OL* en fonction de OA, OB, OC, soit

a2 b2 2
}
a2 +024+c27a2+b24c27 a2 4+ b2+ 2

={

qui est le point de Lemoine.
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CHAPITRE

19

Changement de repeére

19 Changement de repere

Les formules de changement de repere sont présentées dans le cas du plan, les formules sont semblables
pour 'espace.

19.1 Formule de changement de repére dans le plan

Soient donnés un repere ABC' et des points My, My, M3 de coordonnées barycentriques {a;, b;, c;}
dans ce repere, pour ¢ = 1,2,3. On suppose que Mi, Mo, M3 ne sont pas alignés, formant ainsi un
nouveau repere. Afin d’éviter des confusions lors de la manipulation de plusieurs reperes, nous indigons
les coordonnées barycentriques comme suit:

Miqa oy ={a1,bi,c1}  Magapeoy ={az,b2,ca}  Msapcy = {as,bs,c3}
Exercice 19.1.1
Soit M un point de coordonnées barycentriques {x,y,z} quelconques dans le repére ABC (donc

M (a.B,cy = {z,y,2}). Déterminer les coordonnées barycentriques {x1,y1, 21} du point M dans le repeére
My, My, M3 ( c’est a dire M (ap iy v5y = {71,915 21})-

On montrera que les coordonnées barycentriques du point M dans le repéere My, Mo, M3 sont

r Yy =z
(a1 +b1+c1) |az b c2
az by c3
Tr1 =
al b1 C1
a9 b2 C2
as b3 C3
ap b ¢
(a2 +ba+c2) |z y =z
a3 by «c3
Y1 =
al bl C1
as bg C2
ag by c3
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ar b1 o
(a3 + bg + 03) as by o
x Yy =z
z1 =
ap by
az by c
az bz c3
Solution:
Dessin = {A, B,C, M, My, Mo, M3}
Les points purs choisis sont A, B, C.
Les points composés sont M, My, Mo, Ms3.
On a directement . y i
M= { , , }
r+yt+z x+y+z rtyt+z
al b1 C1
My = s )
! {G1+b1+61 a1 +b1+c a1+b1+c1}
a9 bg (&)
My = s )
2 {(12+52+62 az + by + c2 a2+52+62}
as b3 c3
3={ }

a3z +bs +c3’ ag+bs+c3’ as+bs +c3

On a, d’une part,

—
OM =z OM; + 1 OMsy + z1 OM;5

— — — — — — — — —
<a1 OA +b, OB + ¢, oo) 1 <a2 OA + by OB + ¢ OC) ” (a3 OA + b3 OB + ¢3 oc) 2
= + +

a1 +b1+c as + by + co as + b3z + c3
Nt — Ny — N3 —
-1 2 OB+ 3
D OA + D OB + D oC

avec
D= (a1 +b1+c1) (ag+ b2+ c2) (ag + b3 + c3)

Ni=aja2a3x1 +ajazbyx) +ajasbsxry +a1babsz; +ajascoxy +aibscoxy + a1 ascyxy

+arbycszy +arcac3xr +arazazyr +azazbryr +ayasbzyr +azbrbzyr +azazcryr

+agbsciyn +arazcgyr +agbicgyn +agcicgyr +aragazz1 +azazby 21 +ayazbe 21

+azbibaz1 +azazciz1 +azbaci 21 +ajazcpzr +azbicazr +agerca 2

No=agsagbix1 +azbibaxy +agbibsxy +b1babsxy +agbicaxy +by1bscaxry +asbyczxy
+b1bacgzy +br1cacgzy +arazbayr +azbybayr + a1 ba bz yr + b1 ba b3 y1 + az by c1 1
+babscryr +arbacsyr +bi1bacsyr +bacicsyr + ayas bs z1 + ag by by 21 + a1 by bs 21
+b1babsz1 +azbsci 21 +babzci 21 +arbzepzr +b1b3eaz +b3crcazn

N3 =azazciz1 +asbacixr +asbzcixy +babzcrxr +azcicoxy +b3cicory +azercza
+becicgrr +crcacgrr +aragcayr +asbicoyr +arbscoyr +bibscayr +ascicayn
+b3cicoyr tarcacsyr +bhicacgyr +ercacgyr +arazeszr +azbicgzr +arbaeszn

+bibacgz1 +azcic3zr +baciczzr Hajcaczzr Fbicacgzr +ereacz 2
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e —_— g e , N ., .
D’autre part, OM =z OA+y OB + z OC'. En résolvant le systéme linéaire, d’inconnues 1, y1, 21

N1
D
Ng_
D—y
N3_
> =

z

on obtient

(a1 +b14+c1) (=bscox +bacsx +agcay —azcsy —agba z + az bs 2)
M (v 05y = {
—(a3b201)+a2b301+a36102—albgcg—alecg—i-albgc;;
B (a2 +ba 4+ c2) (=bscix+bicsx+asciy—aicsy —asby z+ ag bz 2)
—(agbaci) +agbzci +azbica —arbscy —asbiczs+aibacs
B (a3 +bs+c3) (wbacix+bicox+asciy—aicay —azby z+ ag by 2)
agbaci —agbscy —agbica+airbsca+azbicg —arbacs

Ces expressions sont égales aux déterminants faisant suite a ’énoncé de ’exercice.
19.2 Exemples

Exercice 19.2.1

Soit ABC' un triangle, H l’orthocentre, G le centre de gravité et J le centre du cercle inscrit. On choisit
comme nouveau repere { My, Mo, M3} = {H, G, J}.

Déterminer dans ce repére les coordonnées barycentriques normalisées des points A, B,C, du centre K
du cercle circoncrit, du point de Lemoine L.

Solution:

Avec les notations de I'exercice précédent, on a:
1 1 1 )
a2+ 02+ a0+ a?+ -2
{b1,bo,b3} ={1,1,1}

{Cla C2, C3} = {CL, bv C}
Les coordonnées du point A dans ce repere sont:

{a1,a2,a3} = {

{(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) 3(a—b—c) (a>—b*—c?)  (b+c) (a®—b?—c?) \
2(a=b)(a—c)(a+b+c) '2(a—b)(a—c)(a+b+c) (a—b)(a—c)(a+b+c)

Les coordonnées du point B dans ce repere sont:

{(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) —3(a—b+c)(a® —b*+c?)

(a+c)(a® —b>+c?)
2(a=b)(=b+c)(a+b+c)

"2(a—=Db)(b—c)(a+b+c) 7(a—b)(b—c)(a—|—b—|—c)}
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Les coordonnées du point C' dans ce repere sont:

{(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) 3atb—c)(@®+0 =)  (a+Dd)(a*+* =) )
2(a—c)(b—c)(a+b+c) '2(a—c)(b—c)(a+b+c) (a—c)(b—c)(a+b+c)

En prenant
a2 (a2 - 12 — &?)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b? (a2 —b2+02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

les coordonnées du point K centre du cercle circoncrit dans ce repere sont:

X, =

Xy =

13
272’

{ 0}

(on retrouve la droite d’Euler).
Les coordonnées du point de Lemoine Lo = {a?, b2, c?} dans ce repere sont:

L0:{(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)
2(@+b+c)(a®+02+c%)
3(a®—a’b—ab?+b®—a’c—2abc—b?c—ac® —bc®+c3)
2(a+b+c)(a®+ b2+ c2) ’
2(a+b)(a+c)(b+c)
(a+b+c)(a2+b2+c2)}

Exercice 19.2.2

Soit ABC un triangle. On choisit comme nouveau repére le triangle orthique Hy, Ho, Hs. Déterminer
dans ce repeére les coordonnées barycentriques normalisées des points A, B,C, de lorthocentre H, du
centre J du cercle inscrit au triangle ABC, du centre de gravité G, du milieu du segment AB, du pied
de la bissectrice issue de A, de B, de C, du point de Lemoine Ly.

Solution:
On choisit comme repere le triangle orthique Hy, Ho, H3. On a donc:

1 1
{a17a27a’3}:{07a2_b2+02’a2+b2_62}
1 1
b b,b - 507
{172 3} {—a2—|—b2—|—c2 a2—|—b2—62}
1 1

0}

{Clac2ac3}:{_a2+b2+c2’a2_62+02’

Les coordonnées du point A dans ce repere sont:

a?(a® - v? — ?) b? c? )
(@ 4+ b2 —c?)(a®> =02+ 2) a2+ b2 -2 a®? —b> + 2

{
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Les coordonnées du point B dans ce repére sont:

{ a’ b? (a? — b + 2) c? )
a2 +b2—c? (a? =0 —2) (a®> + b = 2)" —a? + b + 2

Les coordonnées du point C' dans ce repere sont:

{ a? b2 2 (a® + b2 - ?) )
a? =02+ 2 —a?+ b2+ (a2 — b2 —c?)(a® — b+ 32)

Les coordonnées du point H orthocentre dans ce repere sont:

a2 (a2—b2—62)
(a—b—c)(at+tb—c)(a—b+c)(a+b+c)
b2 (a2_b2+62)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
2 (a® +b% - ?)
(—a—i—b—i—c)(a—l—b—c)(a—b+c)(a+b+c)}

H={

Les coordonnées du point J centre du cercle inscrit dans ce repere sont:

2@ +a’b—ab® - +alc+b?c—ac+bc? —c3)
(a4+b+c)(a? + b2 —c2) (a® — b + ¢2) ’
V(a®+a?b—ab? -0 —a’c—b?c—ac?+bc®+c3)
(a+b+c) (a2 — b2 —c2) (a? + b2 — ¢2) ’
AA(a®—a’b—ab® + 0 +a’c+b?c—ac? —bc* —c3)
(a+b+c)(a? — b2 —c?) (a®? — b+ ¢?) }

J={Z

Les coordonnées du point G centre de gravité dans ce repére sont:

{ a?(3a® —b% - 2) b? (a® —3b% +2) 2 (a®+b*—-3c%) )
3@+ —c?)(a®—=0>+c2)"3(@® =0 —-c?)(a®>+b>—c?)" 3(a® = b2 =) (a®> = >+ 2)

Les coordonnées du milieu du segment AB dans ce repere sont:

a®(a—b)(a+b) (a —b)b%(a+0) ct
{(a2+b2—c2)(a2—b2+62)’(a2—b2—62)(a2+bz—02)’(—a2+62+62)(a2—b2+02)}

Les coordonnées du point de Lemoine Ly = {a?, b c?} dans ce repere sont (noter l'invariance de cette
valeur):
a? b2 c?
{a2+b2+c2’ a2+b2+c2’a2+b2+c2}
Les coordonnées du point d’intersection de la bissectrice issue de C' avec le c6té AB dans ce repere sont

(iCi {Xl,XQ} = {QL_H), aL-i—b}):

a’(a—0b)(a+b—c)(a+b+c) (a—b)b*(a+b—c)(a+b+c) (a—b—c)c?(a—b+c)
(a+b)(a2+62—02)(a2—b2+c2)’(a+b)(a2—b2—c2)(a2+b2—02)’(a2—b2—02)(a2—b2+c2)}

{
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Les coordonnées du point d’intersection de la bissectrice issue de A sont:

( a’(a+b—c)(a—b+c) V(a—b—c)(b—c)(a+b+c) (—a+b+c)(b—c)c®(a+b+c)
(@ +02—c2) (a2 -2 +c2) (b+c) (a2 —b2—c2)(a®+ b2 — %) (b+c) (a2 — b2 — 2) (a? — b2 + 2)

}

Les coordonnées du point d’intersection de la bissectrice issue de B sont:

a*(a—c)(a—b+c)(a+b+c) V(a—b—c)(a+b—rc) (a—c)c*(a—b+c)(a+b+c)
{(a+c)(a2+b2—02)(a2—b2+c2)’(a2—b2—c2)(a2+b2—02)’(a+c)(a2—b2—02)(a2—62+02)

}

19.3 Droites de Gauss et d’Aubert

Exercice 19.3.1
Soit ABC'D un quadrilatére et E' lintersection des droites (AB) et (CD), et F' l'intersection des droites
(AD) et (BC).

1. Montrer que les milieux de [AC], de [BD] et de [EF] sont sur une méme droite (appelée droite de
Gauss).

2. Montrer que les orthocentres des triangles ABF, CDF, BCE, ADE sont sur une méme droite
(appelée droite d’Aubert).

3. Montrer que la droite d’Aubert est orthogonale a la droite de Gauss. Calculer les coordonnées
barycentriques de leur point d’intersection en fonction des coordonnées barycentriques {u,v,1—u—uv}
du point D.

Solution rapide:
Dessin ={A, B,C, D}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C.
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Les coordonnées barvcentriques du point composé D sont de la forme:

D = {u,v,1 —u—v}

Dessin = Dessin U{E} = {A,B,C, D, E}
Détermination du point E :
Soit E le point (AB) N (CD). Le point E est composé.
On obtient

E={

Dessin = Dessin U{F'} ={A,B,C,D,E, F}
Détermination du point F' :

Soit F' le point (AD) N (BC'). Le point F' est composé.
On obtient

U v
u4v u+o’

0}

v —l+u+tvw
F= {O’I—U’ —14+u '
Dessin = Dessin U{M;, My, M3} = {A, B,C, D, E, F, My, My, M3}
Soient M le milieu de [AC|, M le milieu de [BD], M3 le milieu de [EF]. Les points composés sont
My, My, M.
Les coordonnées barvcentriques des points composés sont directement:

1 1
M; = 1{-,0, =
1 {27 72}
u l4+v 1—u—w
My = {—=
2 {27 9 ) 2 }
u v (14v) —14+u+wv

Ms = {2(u+v)’2 (1—u) (u—i—v)’Q(—l—{—u)}

On obtient directement .
g - L) g
v
Dessin = Dessin U {H[ y Hz, H;j, H4} = {:1 B, CY, D.E,F, H] y HQ, H;g. H_l, J[] y J[g, J[;;}
On désigne par H; (resp. Hs, Hs, Hy) Vorthocentre du triangle ABF (resp. CDF, BCE, ADE). Les
points composés sont Hy, Ho, Hs, Hy.
Les coordonnées barycentriques du point H; sont, dans le repere A, B, I’

(AB* — AF* — BF?) (AB? — AF? + BF?))

(AB— AF — BF ) (AB+ AF — BF ) (AB — AF + BF ) (AB+ AF + BF )’
(AB* — AF? — BF?) (AB® + AF? — BF?)
(AB— AF — BF ) (AB+ AF — BF ) (AB— AF + BF ) (AB+ AF + BF )’

(—~AB?AF? + BF?) (AB? — AF? + BF?)
(AB — AF — BF) (AB+ AF — BF) (AB — AF + BF) (AB + AF + BF) !

H =1

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 314



Chapitre 19 Changement de repére

La géométrie euclidienne par I'informatique I
soit, apres calcul des diverses distances

Hy = { (a2—b2+62) (a2+b2—02—a2u—b2u+c2u—2a2v)
YTl Ca bt (a—b+c)(—a+b+c) (a+bto) (-1+u)
(a2+b2—02—a2u—b2u+02u—2a20) (a2—b2—62—a2u—|—b2u—|—62u—a2v+b20—0211)

(—a—b+c)(a—b+c) (—a+b+c) (a+b+c) (-1+u) (-14+u+wv)
(a>=b*+ ) (—a® + b+ +a*u—b*u—cu+a’v—b*v+c?v)

(—a—b+c)(a—=b+c) (—a+b+c) (a+b+c) (—1+u+v) '

Les coordonnées barycentriques du point Hy deviennent, dans le repere A, B, C

Y

Hl:{(aZ—b2+02) (—a2—b2+c2+a2u—|—b2u—62u—|—2a2v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+u) ’
(a?+0* =) (—a®?+ b0+ 2+ a?u—b*u—Eu+a?v—bv+c*v)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (=14 u) ’
(a> =0 +c?) (—a®> + b+ +alu—b*u—cu+a®v—bv+c?o)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—14+u) }
Par la méme démarche, on obtient

o :{(a2u+b2u—02u+2a2v) (—a2—b2+02+a2u+b2u—02u+2a2v)
2 (a—b—c)(@atb—c) (a—b+c) (a+tbte) (—1+u) ’
(aPu+b*u—cu+2a®v) (=20 +2b%u+a*v+b?v — 2v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (-1+u)
hy
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (—1+u)}

avec

hy=a*—2a? 02 + b0 —2a2 2 — 202+ —2au+ 22 VP u+4a> P u+ 207

+atu? bt —24>

u—2ctu
c

W4 ctu—2arv+2a2 0P v+2a2Fv+3atuv —2a2 P uv —bruv
—2a2Puv 4202 Puv—ctuv+2a* v —2a2 02 0% +24% P

Hy = { (a27b2+02) (a2u+b2u702u+2a21})
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (utv)’
(a2—b2—62) (a2u+b2u—c2u+2a2v)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (ut+v)’
(aQ—bQ—FcQ) (a2u—b2u—02u+a2v—b2v+02v)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (u+wv)
n
H4:{(a—b—c) (a+b—rc) (a—4b—|-c) (a+b+c) (utwv)’
(20 u+a*v+b?v—c2v) (—a? + 0+ +afu—b*u—cEu+a’v—b*v+ o)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (u+v) ’
(aQu—b2u—02u—|—a2v—b2v+621)) (—a2+62+02+a2u—b2u—02u+a21)—b20+c2v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (u+v) }
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avec
Ry =—2a’b?u+2bu—202Au+atu® — bt —2a2 AU+ A —atv+ bt -2 A ou+ cto

+3a*uv—2a’bPuv —btuv—2a>Fuv+2b2Fuv—ctuv+2a*v? —2a*b?v® +2a% 2 0?

—
Calculons le vecteur H1Hy. On a:

—

— — —_—
HiHy = ¢g(1) OA+g(2) OB +¢4(3) OC

avec
1) = (—a®> =+ 2+ a*u+bPu—cFu+2d®v) (A* -+ +ad*u+b’u—cFu+2av)
I = (@-b-c)(@atb-—c)@a—b+c) @atbro) (—1+u)
(2) = (—a2—62+02+a2u+b2u—02u+2a2v) (a2—b2—02+262u+a21}+b21}—02v)
= (Catbrc)(atb—c) (a—bre) (atbre) (—L+u)
3) (—a2—b2+02+a2u+b2u—c2u+2a2v) (202+a2u—b2u—02u+a2v—b2v—|—c2v)
g =

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (—1+u)

—
Calculons le vecteur HqiHs. On a:

— —

S —
H{H; = h(l) OA + h(?) OB + h(3) ocC

e h(1) = (a2—b2+c2) v (a2—bQ+02+a2u+b2u—02u+2a21})
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (-14+u) (utv)
h(2) (a2—b2+c2) v (a2—b2—02+262u+a2v+b20—02v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (-1+u) (u+v)
h(3) (aQ—b2+02) v (202+a2u—b2u—02u+a2v—b2v+02v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c) (-1+u) (utv)
On a ainsi

+o) (—a? =0+ F+aPu+bu—Fut 24
.FTH;:(M v) (—a c“+a‘u ucu+av)]TH3>
(@> =2 +c?)wv

P ——
Calculons le vecteur HyHy. On a:

P — — —
HiH; = i(1) OA+i(2) OB +i(3) OC

avec
(1) U (a2—b2+c2+a2u—|—b2u—62u—|—2a2v) (—a2+b2+02+a2u—b2u—02u+a2v—b2v—|—02v)
VA =
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+u) (ut+wv)
(2) = U (az—bz—62+2b2u+a2v+b2v—02v) (—a2+b2+62+a2u—bzu—c2u—|—a2v—b2v+02v)
= (—at+btec) (atb—c) (a—btec) (atbre) (—1+u) (utov)
(3) U (—a2—|—62+02+a2u—b2u—02u+a21)—6211—1—621;) (262+a2u—b2u—02u+a20—b20—|—02v)
VA =

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (-1+u) (ut+v)
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—
Calculons le vecteur H1Hs. On a:

— —

— . . e .
H1H3 = ](1) OA+](2) OB+](3) ocC

avec | (@@= +A) v (2= +E+au+b2u—Eut2a’0)
j(l):(a—b—c) (@+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (=1+u) (u+v)
(@R (@242t vt P )
3(2):(_a+b+0) (a+b—c)(a—b+e)(a+b+c) (—1+u) (u+v)
‘ (=0 +*)v (2 +a*u—bPu—cFuta?v—bv+cPo)
J@):(_a+b+@<a+b—@(a—b+@(a+b+@(—r+w(u+@

On a ainsi ——  u(-d®+P+ P+ du—-Pu—Fut+ddv-—bo+Fv) —
H\H, = HyHj

(@ — b2+ ) v
On a

I Ao 2 2 2 2
(*2) MHs - MMy = 6(M,M1 ,HQ,MQ) = —HyMy* + HoMs* + MM< — MM,
—_—
Pour le point M = {u,v,1 —u — v}, le produit scalaire (—2) M Hy - MM, prend la valeur

20V u+2b%u? —ad?v—bPov+Av+2auv+2buv — 2 uv + 2a?v?
2

(=2) MHy - M{M; =

—_ —

On a donc H1Hs - M{M5 = 0.

Dessin = Dessin U{W} ={A,B,C,D,E, F, Hy, Hy, H3, Hy, M1, My, M35, W}
Détermination du point W :

Soit W le point (HyHs) N (M1Ms). Le point W est composé.

On obtient, apres calculs:

wi
(=2 —a?u+Pu+cu—0u?—a?v+b2v—c2v—a?uv—0uv+ctuv—a?v?)’
(1+0) (ma®>+ b0+ +2a*u—2cu+3a?v—b*v+2v)
4(A+a2u—-bvu—;u+biul+alv—-0Vv+cEv+auv+biuv—cAuv+a?0v?)’
—w}
4 (=2 —a?u+bu+cu—bu?—a’v+b2v—c2v—a’uv—buv+ctuv—a’v?)

W= {5

}

avec
wi=—a?+ b0 - +adlu+bPu—Fu—2a%u? - 20202 + 220 +a’v
+ 0?0 —c*v—5a*uv — b uv+ Fuv—2av?
wi =2 +3a%u—302u—3u—2a2u?+ 207w + 220 + 3d%v

— 3V v+cv—3a%uv+3buv—cuv—a’v®+ b2 — 2o’
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19.4 Point de Miquel

Exercice 19.4.1
On reprend ’énoncé précédent (droites de Gauss et d’Aubert). On désigne par 'y (resp. T'a, T's, T'y) les
cercles circonscrits auz triangles ABF, CDF, BCE, ADE.

1. Déterminer les centres C; des cercles I';, pour 1 <1 < 4, en fonction des coordonnées barycentriques
{u,v,1 —u—v} du point D et la valeur respective des rayons de ces cercles.

2. Montrer que les cercles I';, pour 1 <1i < 4 se rencontrent en un méme point M, dont on précisera
les coordonnées barycentriques (M, est appelé Point de Miquel).

3. Montrer que les centres C; des cercles I';, pour 1 < i < 4 sur un méme cercle I'yy, dont on
déterminera le centre Qq et le rayon. Vérifier que My € T'yy, .

Solution:
Equation du cercle 'y passant par les points A, B, F'
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Le centre M = {z,y,1 — 2,9} de ce cercle doit vérifier M A% — MB? =0 et MA%? — MF? =0, soit
—a®+ 0+ (= =)+ (a® =+ ) y=0
(b =202 u 4 b? u® — a®v?)+
(72b2+4b2u72b2u2+a21j+b2vfc2vfa2uvfb2uv+02uv) T+
(—a2—62+02+2a2u+2b2u—202u—a2u2—b2u2+62u2+2a2v—2a2uv) y=20
La résolution de ce systeme linéaire donne
a? (> + b+ +a’u—bvu—Futalv—bvv+ctv)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—14u)

xTr =

—a2P b =P+ a?Pu—bru+bPu+atv—adlbio—a’clu
(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (-1+u)

Les coordonnées du centre Cp sont ainsi

y:

2 (—a2+b2+62+a2u—62u—62u+a2v—b2v+02v)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—14+u)
—a?+ v -+ a?Pu—bru+ b utatv—a?bPv—a®cPo
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (—1+u)
c? (—a2—b2+02+a2u+bzu—02u+2a2v)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (—1+u)}

a
Cp={

)

)

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a?c? (B* —20%u+b*u? —a®v —b*v+ v+ auv+ b uv — Fuv+ a?v?)

(—a+b+¢) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (=1 +u)?

2
RABF -

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0= XY +PuXY -V XZ+VPuXZ+ad*vXZ-ad®’YZ+d>uYZ+ad*vY Z+d>vZ?

Equation du cercle I'y passant par les points C, D, F
Les calculs sont identiques.
Les coordonnées du centre (5 sont ainsi

a? (—2b2u—|—2b2u2—aQU—b20+czv+2a2uv+2b2uv—202uv+2a2v2)

Ca={ (—a+b+c) (atb—c) (a—b+c)(@tbte) (—1+u) ’
C*
(a—b—c)(a+b—c) (a—2b+c) (a+b+c) (—1+4u)’
cy

}

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+u)

avec
C; = —a*VPu—brut+b*Euta®?u® + o1 - Eu® —atv —bu+2d® o

+202 v —ctv+atuv+2a® VP uv+btuv —2a®Fuv— 202 Fuv+ tuv

+a*v? + a2 v? — a2
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C3* = —a* +2a*0* — v +2a* 2+ 2022~ +atu—3a* VP u+ 20" u—2ad* P u— 302 Pu
+tu+a? P v+ A - o+btv—adl v -2 v+ ctu+atun
—btuv 20 uv—tuv+atv® —d? v + a® P o?
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a® (VP u? + a®uv+b*uv — Fuv+a®v?) ripp

—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (=1 +u)?

]%%Q)F ::(

avec

rEpp = b =202 u+ b u? —ad®v -V v+ v+ adiuv+ b uv — Fuv+ a®o?

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit
0=0X2-202uX?+02uW X2 -a®vX? - o X + v X2+ 2uv X2 +b2uvX? - FuvX?
+02XY - XY —a*uXY - 202 uXY +FuXY + 0?0 XY - 2a*v XY - b o XY +FoXY
—Cuv XY+ X2+ XY +a® P XY +a? Y2 —ad*uY? —ad?oY? -V uXZ+ 0P uPXZ-d*vX Z
+duv X Z+VPuvXZ - FuvXZ+a* 0’ XZ—-ad* oY Z-VPoXZ+FvXZ+VPuvXY +a*uvXY
Equation du cercle I's passant par les points B,C, E
Les calculs sont identiques.
Les coordonnées du centre ('3 sont ainsi
a? (@®u—b'u—uta*v—bvv+ctv)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (u+tv)’
a2u—bttu+u+abio—bro+a2o+202Ev—cto
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (utw)
c? (a2u+b2u—02u+2a20)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (u—i—v)}

Cy ={

)

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a?c® (B*u? +a®uv+ b uv — Fuv+ a?v?)

(—a+b+¢) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (u+v)?

2
]%BCUf'_

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0= X2+ 2uXY+bVPuXZ+bV¥oXZ—-AvXZ+d2uYZ+ad*vY Z

Equation du cercle I'y passant par les points A, D, E
Les calculs sont identiques.
Les coordonnées du centre Cy sont ainsi
&
(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c) (utv)’
crr
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c)(a+b+c) (u+tv)’
c? (—2b2u+2b2u2 —a’v—bv+cEv+2aPuv+2b2uv —202uv+2a2v2)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (utv)

Oy =1
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vec
’ Cy'=—ad'u+ad®Pu+2a®Pu+ b’ Fu—ctuta®?u® - bt + 0220 —a'o
+a?bPv+a’Po+atur—bvrtuv+ 20 Fuv—tuv+ato? —a? b0 +a? P o?
O = —a*VPu+b'u+b*Futad®b?u® —b'u® -2 u? —a® o+ bt - Po
+atuv —bruv—2a>Fuv+tuv+at vt —d® b o? —a? P o?
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
? (B*u? +a®uv+buv — Fuv+a?v?) ripg

—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (u+v)?

RQADE = (

avec

TZDE:bz—szu-i-bQUZ—azv—52v+020+a2uv+b2uv—02uv+a21}2

Un point M = {X,Y, Z} appartient & ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=cvXY -AuY?’ +V?uXZ -V XZ+0VvXZ-d*uvXZ-VuvXZ+FuvXZ
— VX Z+dPuY Z-PuY Z -Vl Y Z+ad*vYZ—dPuvY Z—-bPuvY Z+EuvY Z
APYZ -2 —PuvZ? P uvZ?+FuvZ? —a?0? Z?
L’équation du cercle I'1 implique
a?YZ-ad*uY Z—a?vY Z —a?vZ?
—2Y +cRuY -V Z+b0V2uZ+a2v”2
En substituant cette valeur dans les équations des cercles I's et I's, on obtient

Y+ uY —VPuZ+0PuPZ -V oZ+FvZ+dPuvZ+bPuvZ —A;uvZ+a*viZ =0

qui implique
B AY —2uY
P ut+ b2 —b2v+ v+ aluv +b2uv — cZuv + a?v?
On forme alors le point M = {X,Y,Z} avec les valeurs obtenues, Y étant a priori indéterminé. Les
coordonnées barycentriques normalisées de M font disparaitre Y et on obtient
M, = { a? (u+v)
1 A+aiu—0Vu—ccut+biu+av—-02v+cZv+aluv+b2uv—cuv+aZov?’
—DPu+bPu-bv+AEv+dduv+biuv—Euv+a®v?
Z+alu—b2u—cdu+b2ul+av—-bv+civ+aluv+biuv—cZuv+a?v?’
A (=1+u)
—cZ2—a?u+b2utcu—b2u?—aZv+b2v —czv—a2uv—b2uv—{—02uv—a2vz}
On vérifie par 'ordinateur que M, satisfait ’équation du cercle I'y.
Equation du cercle Iy, passant par les points C1, Ca, C3
Les coordonnées du centre {2, sont

2

Qq:{ wia ’
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (-14+u) (u+v)
w2
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)(—1+u) (u+tv)
w302

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+u) (u+v)}
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avec
w1:a2u—62u—02u—a2u2+02u2+b2u3+a2v—b2v—2a2uv+a2u21)

+20% v — v —ad? v +2a%2uv? + b uv® — Fuv? +a’od
wg:aQbQu—b4u—2a2b2u2+b4u2+6202u2+a262u3—b202u3+a2b2v—b4v+b2c2v

4 2 2,2

—adtuv—2a*Puv+btuv+2a®Fuv—ctuv+atvPv+2a* b uiv—2ad* Aulv

v+ Ao —atv® +2a2 AP+ 2at uv® + a? P uv® — 2a% A uv® + ot o?
wy=a’u+2Pu—Fu—a’u? =3P+ PP+ + 2% v+ 00— v —4duv
—2uv+2luv+adl P v+ i —AuPv—2d2 0% + d?uv?

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

a?c® (B*u? +a®uv+b*uv — Fuv+ a?v?) T CoCs
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—1+u)? (u+v)?

2 —
RC1 CoC3 —

7"2‘10203 = (b2—2b2u+b2u2—a2v—b2v—|—c2v—|—a2uv+b2uv—02uv+a2v )
(02+a2u—b2u—c2u+bzu2+a2v—b2v+c2v—i—a2uv+bzuv—c2uv+a2v2)

L’égalité QquQ = QqCIQ = R201€203 est immédiate par 'ordinateur.
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CHAPITRE

20

20

20.1

Triangle tangentiel

Triangle tangentiel

Triangle tangentiel

Etant donné un triangle ABC, on appelle triangle tangentiel le triangle de sommets Ty, Ty, T, tel que
le cercle inscrit au triangle 7,737, soit égal au cercle circonscrit au triangle ABC. 1l suit que nous
construisons les points T,, T, T, comme intersection des tangentes au cercle circonscrit au triangle ABC,
ces tangentes étant issues des points A, B, C.

Exercice 20.1.1
Soit ABC' un triangle, T,TyT. le triangle tangentiel qui lui est associé. Soit K (resp. K1) le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC' (resp. ToTyT¢).

1.

2.

Déterminer les coordonnées barycentriques des points Ty, Ty, T,..
Montrer que les droites (AT,), (BTy), (CT.) se coupent au point de Lemoine du triangle ABC.

Soient les points Ly = (AB) N (T,Ty), Lo = (BC) N (TyT,), Lz = (AC) N (T, T.). Montrer que ces
points sont alignés (Honsberger 1995). Calculer L1L3, L1L3, LoL3.

. Calculer les distances TaTbQ, T,T?, TyT?. En déduire les coordonnées barycentriques du point Ki

dans le repére {T,, Ty, T.}, puis dans le repére { A, B, C'}. Déterminer le rayon du cercle circonscrit
au triangle tangentiel T, TyT..

On désigne par G le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que les points G, K, Ky sont
alignés (K1 appartient donc a la droite d’Euler du triangle ABC' - Kimberling 1994).
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Solution:

La géométrie euclidienne par I'informatique I

Nous déterminons d’abord des points Ay, By, Cp situés sur les tangentes au cercle circonscrit (tangentes

issues des sommets du triangle ABC).

Dessin = {4 (4(). B, B()ﬁ C, (/V(), ]\'7}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, Ag, By, Cj.

Les coordonnées barycentriques du point K sont:

a? (a2 — b? — 2)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b? (—a? +b? — ?)

K ={

(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

2 (a2 + b2 — 2
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

¥
Un point Ay situé sur la perpendiculaire & (AK) passant par A est
Ag={1+0*—c% b, ?)
Un point By situé sur la perpendiculaire & (BK) passant par B est
By = {d®,1 —d®>+ 2, -}
Un point Cj situé sur la perpendiculaire a (CK) passant par C' est

CO — {—a2,b2, 1 +(I2 o b2}
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Dessin = Dessin U{T,} = {4, Ay, B, By, C,Cy, K, T,}
Détermination du point 7 :

Soit T}, le point (C'Cp) N (BBy). Le point T, est composé.
Comme T, € (CCy), on a, en choisissant 'inconnue v;

— — —_—
OTa =1 ocC + (1 — I/l) OCO

On déduit:

— — —

OT, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
a(l) = a® (=1 + 1)

a(2) =b% (1 —1vy)
a(3) =1+a* b —a*v; +V? 1y

Comme T, € (BBy), on a, en choisissant I'inconnue pq
— — —
OTa:/,Ll OB—l—(l—Ml) OBy

On déduit:

—

— — —
OT, =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
b(1) = a* (1 — m)
b2)=1-a*+c+ad%u —m
b(3) =% (=14 1)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, 1 donne

14+a®>—-0>—¢2 1—a?+ b+ 2
V= ey
! a2 — b2 — ¢2 H —a? + b2+ c?
On déduit que:
a? b2 2

Lo=Ag—p—a —a? 402 + ¢’ —a2+b2+c2}
Dessin = Dessin U{Tp} = {A, Ao, B, By, C,Cy, K, T, Tp }
Détermination du point 7} :
Soit Ty, le point (CCp) N (AAp). Le point T} est composé.
Comme T}, € (CC)), on a, en choisissant I'inconnue v

— =

—
OT, =11 OC + (1 — 1/1) 0Cy

On déduit:

— —

OT, = c(1) OA+¢(2) OB + c(3) OC

avec
c(1) =a® (14 1v1)

c(2) =0 (1 -1v)
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c3)=1+a>-b*-d?v) +b*1

Comme T}, € (AAp), on a, en choisissant I'inconnue p
— — —
OTb:/Ll OA—l—(l—Ml) OA,

On déduit:

—

— — P —
OT, = d(1) OA +d(2) OB +d(3) OC

avec
dl) =14+ - -+ m

d(2) = b (=1 + 1)
d(3) = ¢ (1 — )

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

14 a% — b2+ 2 —1+a>-b0+¢
vy = frg
! a? — b2 4 ¢2 i a? — b2 + ¢2
On déduit que:

2 2 2
a b c

T —

b {a2—bz—|—02’—a2+b2—02’a2—b2+02}

Dessin = Dessin U{T.} = {A, Ao, B, By,C,Cy, K, T, Ty, T;}
Détermination du point T, :

Soit T, le point (BBy) N (AAp). Le point T;. est composé.
Comme T, € (BBjy), on a, en choisissant I'inconnue 4

OTC:V10B—|—(1—V1) O—>B()

On déduit:

— — —

OT, = ¢(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec
e(1) =a® (=14 1)

e(2)=1-a®>+c+ad*v —Fuy
e(3)=c* (14 1)

Comme T, € (AAp), on a, en choisissant 'inconnue i
— — —
OT, = OA—}—(]_—,[“) OAg

On déduit:

— —

OT, = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC

avec
f) =14+ - -2+ m

f(2) =0 (=14 m)
f3)=c* (1—pm)
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La résolution du systéme linéaire d’inconnues v donne
1, M1

—1+a? 4+ -2 1+ a? 02—
a? + b2 — 2 HL = a? + b2 — ¢2

vy =

On déduit que:
a? b? c?
e = {a2+b2—c2’a2—|—b2—02’ —a2—b2—|—c2}
Dessin = Dessin U{W} = {A, Ay, B, By, C,Co, K, T,, Ty, T., W}
Détermination du point W :
Soit W le point (AT,) N (BTy). Le point W est composé.
Comme W € (AT,), on a, en choisissant 'inconnue v

— — —
OW =v; OA+ (1 —1y) OT,
On déduit:

— —

OW = g(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec

a2 —b2v — Ay
b2 (—1+l/1)
o3 = St

2 _p2 _ 2
Comme W € (BT}), on a, en choisissant 'inconnue 1
— — —
OW =u; OB+ (1 —M1> OTy

On déduit:

—

— — —
OW = h(1) OA + h(2) OB + h(3) OC

avec

a® (1)

A1) = a? — b + ¢?
b2 +a’p + A m

h(2) = a2 — b2+ 2

A (1—m)

h(3) = a2 — b2+ 2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

2 a2 2 b2
N = ——— e —
'T2irre MTaeipye
On déduit que:
a? b2 2

B {a2+b2+62’a2+b2+02’ a2—|—b2~|—02}
On obtient le point de Lemoine. On procéde de m éme pour les autres intersections.
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Lll

Dessin = Dessin U{L;} = {A, Ay, B, By, C,Co, K, L1, Ty, Ty, T., W}

Détermination du point L :

Soit L; le point (AB) N (T,Tp). Le point Ly est composé.
Comme L; € (AB), on a, en choisissant l'inconnue v}

—

— —
OLi =1 OA-I—(l—Vl) O

Comme L; € (T,T3), on a, en choisissant 'inconnue p

On déduit:

avec

Janvier 2013

— — —
OLy =1 OT, + (1 — 1) OT,

— —

OL; = j(1) OA + j(2) OB + j(3) OC

a? (a2 b2 =2 —|—202u1)
(a2 — b2 —c2) (a® — b2 + ¢2)

i(1) =
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(2) = v (—a?+ b2+ —2c% )
ner= (a2 — b2 — c?) (a® — b2 + ¢2)
(3) = c? (—a2 +02+c+2a%p — 2b2u1)
S = (—a? + 0%+ ¢2) (a® — b? + ?)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
a’ B (a2 — b — 02)
a? —b? = 2 (a® = 1v?)

vy =

On déduit que:
a® b?

Y ? O
(a—0b) (a+b) (—a+0b) (a+1b) '
Dessin = Dessin U {Lz} = {A, A(], B, B(), C, ,,V(], K, L]. Lg. 77,, T[,, Yj( Hv}
Détermination du point Lo :

Soit Lo le point (BC) N (TyT,). Le point Lo est composé.

Comme Lo € (BC), on a, en choisissant 'inconnue v

L = {

— — —
OLy =14 OB+(1—V1) ocC

Comme Ly € (TpT%), on a, en choisissant I'inconnue pq
—

— —
OLy = i1 OTy + (1 — 1) OT,

On déduit:

— — —

OLy = 1(1) OA+1(2) OB +1(3) OC
avec

l(l)—a2 (az—b2+02+2b2u1—202u1)

T (@) (@ -+ )

I(2) = b? (aQ—b2+02—2a2u1)

(a4 b2 —?) (a? — b2 + ?)

l(3)—02 (—a2+62—c2+2a2,u1)

(a2 + b2 —c?) (a? — b2 + c?)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

b2 a? — b+ ¢?
vV = —-: e —
L VR #1 —2b%2 +2¢2
On déduit que:
b2 c?
L = 0’ )
2 =1 (b—c) (b+¢) (=b+c) (b+c)}
Dessin = Dessin U {L;;} = {A, A(], B, B(). C, CV(], K, L]. LQ. L?S-, T(,, ﬂ), ﬁ Uv}

Détermination du point Lg :
Soit L3 le point (AC) N (T, T¢). Le point L3 est composé.
Comme L3 € (AC), on a, en choisissant I'inconnue v

—

— —
OLs =11 OA+ (1 — 1/1) ocC
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Comme L3 € (T,T.), on a, en choisissant 'inconnue i
—

— —
OL3 = OT, + (1 — 1) OT,

On déduit:

OLs = n(1) OA +n(2) OB + n(3) OC

avec
a? (a2 —b? — 2 +2b2u1)

(a®> = b2 —c?) (a®> + b2 = ?)
b? (—a2+b2+02+2a2,u1 —202,u1)

n(l) =

n(2) =

(—a? 4+ b2+ c2) (a® + 02 — ?)
n(3) = c? (a2 —b? —02+262,u1)
T (a2 + 02+ ¢2) (a2 + b2 —c?)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

_ a? B (a2—b2—02)
T2 o= 2 (a® — ¢?)
On déduit que:
a? 2
Ly = { }

avec

b2 (a—c) (a+c)
(a—b) (a+0b) (b—c) (b+c¢)

2
o(3) =

0(2) =

C

(—b+c) (b+o)

P —
Calculons le vecteur LqiL3. On a:

— —

— —
L1L3 = p(l) A+p(2) OB +p(3) ocC

e B —a? (b—c) (b+c¢)
= arna-a@ro
b2
P = T aT D)
2
p(3) = (—a+c¢) (a+c)
Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak
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On a ainsi

On a alors
a?b? 2 (a4 — a2+ bt — a2 — b2 P +c4)

(a—0)2(a+b)?*(b—c)?b+c)
) a2b202(a4—a2b2+b4—a202—b202—|—c4)
B (a—b)*(a+b)*(a—c)(a+c)?
a’b? c? (a4—a2b2+b4—a202—b202+c4)

(a—c)(b—c)*(a+e)? (b+c)

Lol =

La distance TpT? est égale &

TT — 4a*v® BC? 2 N 4a* AB°0 (b—c) (b+¢)  4a*AC* (b—c) & (b+¢)
@+ —2)? (@ -0+ )’ (@022 (a2 -0+ 2’ (a2 42— )P (a2 - b2+ 2)?
soit
Tchz _ 4a5p% 2

(a2 4 b2 — 2)? (a2 — b2 + ¢2)?
La distance T,T? est égale &

T 4a® AC?b* 2 4a®> AB*b* (a —¢) (a+c) B 46* BC? (a—c¢) ¢ (a+c)
“e (@2 =02 —2)? (a2 + 2 —2)?  (@-12 -2 @+ —-2)? (2= —2)* (a2 +b2 - 2)?
soit
T2 4a? b8 c?
T (@ =12 — @) (a2 + 02— 2)?
La distance T, 17 est égale &
4a? AB*1? 4 4a®> AC? (—a+1b) (a+b) !

2
Ty = 2 12 _ 92\2 2121 2\2 2 12 _ 92\2 2 12 1 2)\2
(—a?+ 02— )" (—a® + >+ ?) (—a?+ 02— 2)° (—a® + >+ 2)

4b% (—a +b) (a+0b) BC?c*
(—a2 + b2 — 02)2 (—a? + b2 + 02)2

soit
4a?b? b
(a2 — b2 — )2 (a2 — b2 + 2)?
Dessin = Dessin U{G, K1} = {A, Ay, B, By,C,Cy,G, K, Ky, L1, Lo, L3, Ty, Ty, T, W'}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont K1, G.
Les coordonnées barycentriques de K dans le repere {7}, T}, 1.} sont
LT? (10" - T,T.* + TT.*)
T.Ty* — 2T, T2 T, 1.2 + T,T.* — 2T, > T, 1.2 — 2 T, 1.2 T, 1.2 + T, T.%’
T.17.% (-T.1,* + T,T.* — T,T.?)
.o, - 2T, > T, T.> + T,T.* - 2 T, T,> L, 1.2 — 2 T, T2 T, 1.2 + Ty T.*
T.1,* (T.T,* — T,T.” — TyT.%)
T.T,* — 2T, T, T,T.> + T,1.* — 2T, T3> T, 1.2 — 2 T, 1.2 Ty 1.2 + Tch4}

T,1? =

Ky ={
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soit
a? (a4 —2a2b2 + b —2a%2 2 + 04)

(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®>+ b —c?) (a® — b2+ 2)’
bt (a4—2a262+b4—26202—|—c4)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+ec) (a+b+c) (a>—b>—c?) (a2 + 1% — )’
A (a* + bt —2a?c? — 2022 + ¢*)

(—a+b+c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2 — 1% —?) (a2—62+c2)}

Ky ={

. . % —> —_> —H . 7’ ’ 7 .
Ainsi, OK1 = z* OT,+y* OTy+ z* OT,, les quantités x*, y*, z* étant les coordonnées barycentriques men-
tionnées. En substituant les coordonnées barycentriques des points T,, Ty, T, dans I'expression vectorielle,
on obtient OK3 en fonction de OA, OB, OC, soit

a® (a8—2a6b2—|—2a2b6—b8—2a602+2b662—2b4c4+2a206+2b206—08)

(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a® =% —c2) (a®+ b — 2) (a® — b2 + 2)’
b2 (fa8+2a6b272a266+b8+2a66272b66272a4c4+2a206+2b206708)

(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c) (—a?+b>—c2) (a2 +b>—32) (—a®+ b2+ )’

c? (a8—2a6b2+2a4b4—2a2b6+b8—2a602—2b602+2a206+2b206—08)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c) (a®> —b>—c?) (a®> + b2 = ?) (a2—b2+c2)}

111
RREIEAE

K =]

—
Calculons le vecteur GK. On a:

— — —

GE = q(1) OA+q(2) OB + q(3) OC

avec
(1) = 20 — 22— bt — a2+ 2022 — 4
N =3 a—b—c)(atb—c) (@a—b+c) (atb+o)
(2) = —(a4+a262—264—2a202+b202+c4)
1 ~3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
—(a4—2a262+b4+a202+6262—204)
q(3) =

3(a=b—c)(a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c)

—_—
Calculons le vecteur GK;. On a:

GK; = r(1) OA+r(2) OB +r(3) OC
avec

(1) = (2a* —a?b* —b* —a® > + 202 ? — ) r*
" " 3(a—-b-c)(at+tb—c)(a—b+c)(a+b+c) (a2 —b2—c2) (a2 + b2 —c2) (a2 — b2 + c2)

(a4—|—a2b2—2b4—2a202—|—b202+64) r*

r(2) = 3(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2 =02 —c2) (a®+ 1% —2) (a® — % + 2)
(3) = (a* —2a?b* + b* + a* * + b — 2¢%) r*
A (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2 —b%—c2) (a2 + b2 —2) (a® — b2 + 2)
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avec
7“*:(a6—a4b2—aQb4+b6—a4c2—4a2b202—b402—a204—b204+c6)
On a ainsi
6 412 214 6 4 2 212 2 4 2 2 4 2 4 6
— a® —a*b*—a“b*+b° —a*c*+2a°bc* —b*c* —a*c* —-b°c*+c® —
GK = GK;y

a® —atb? — a2t 4+ —atc2 —4a2b2c2 —-bvtc2 —a?ct — b2t + B

Le rayon (au carré) du cercle circonscrit au triangle tangentiel T,7,7, est

TR? - —4a500 b
o (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a2 —b2—2)? (a2 + b —2)* (a2 — b2 + 2)?
On a alors
GK? — C'ste? (a6—a4b2—a2b4—|—b6—a402+3a2b202—b402—a204—b204+06)
YU 9a—bte) (atb—c) (—atb+c) (atbte) (—a2+b2—2)? (a2 + b2 — )% (—a? + b2+ 2)’
avec
Cste = (a6—a4b2—a2b4+b6—a402—4a2b202—b402—a2c4—b204—|—06)
K2 4a*pt A (a6—a4b2—a2b4+b6—a4c2+3a2b202—b4c2—a204—b204+06)
1:

(—a4+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®—b2—c2)? (a2 + b2 — 2)* (a2 — b2 + 2)*
—aS+at P+t =+t 3PP+ Pt Pt — S

GK* = 9(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

20.2 Centre d’homothétie

Exercice 20.2.1
Soit ABC' un triangle, ToTyT, le triangle tangentiel et H,HyH, le triangle orthique (formé avec les pieds
H,, Hy, H. des hauteurs du triangle ABC').

1. Montrer que les cotés du triangle orthique sont paralléles aux cotés du triangle tangentiel (Johnson
1929).

2. Montrer que les droites (H,T,), (HpTy), (H.T.) se coupent en un méme point Jp dont on calculera
les coordonnées barycentriques.

3. Montrer que les triangles orthique et tangentiel sont homothétiques. Calculer le rapport de cette
homothétie.

— —_—
4. Comparer les vecteurs JrK et JpKj.

5. Calculer les distances JyK?, JpK?, JrG?, GK%, G désignant le centre de gravité du triangle ABC.

Rappelons que K (resp. K1) est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC' (resp. ToTpTe).
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Solution:

Dessin ={A,B,C,H,, Hy,, H., K, Ty, Ty, T.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K, Ty, Ty, T, Hy, Hp, He.

Les coordonnées barycentriques des points K,T,, Ty, T, sont décrites dans ’exercice précédent:

On a aussi:
a? 4+ —c2 a2 b2 42

Ha - y )
{0 2a? 2a? }
a4+ b2 — 2 —a? 4+ b? 4 2
Hb :{ 2 s Uy B }
2b 2b
=0+ —a?+b?+ 2
Hc:{ P) ) b} 70}
2c 2¢

—
Calculons le vecteur T,7;,. On a:

— — —

T.Ty, = a(1l) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec . gt
Mm@ (@1 &)
(2) = 202 ¢
T C2 R —) (2102 1 &)
_ 2
o(3) = 2(a—=0)(a+b)c

(a2 — b2 — c?) (a® — b? + ¢2?)

_—_
Calculons le vecteur H,Hp. On a:
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avec
a?+ b — 2
2 b2
—a? = b2 42
2 a?
b(3) = (—a+0b) (a+b) (a®+b*—c?)
2a2 b2

b(1) =

b(2) =

On a ainsi

e —4a?v? 2

T, T, =

—
Calculons le vecteur Tp7.. On a:
— — — —
TvT. = c¢(1) OA+¢(2) OB+ ¢(3) OC
avec 2 )
_9 _
o) - 202 (b=0) (bto)
(@2 +b2—c2) (a2 — b2+ 2)
2a? b
c(2) = a
(@2 +b2—c2) (a2 — b2+ 2)
-9 2.2
o(3) = a‘c
(a2 4+ b2 —?) (a? — b + ¢?)

—
Calculons le vecteur HpH.. On a:

— —

HyH, = d(1) OA +d(2) OB +d(3) OC
avec
(=b+c) (b+c) (—a®+b*+ )
202 ¢?

—a? +b*+c2
- 2¢?
a’? — b —c?)

202

d(1) =

On a ainsi

—4a%v? 2

a® —atb? — a2t 4+ —atc24+2a2b%2c2 —btc2 —a?ct — b2t + B

—
T,T. =

Le calcul relatif aux cotés (1,1:) et (Hy,H,.) est identique.
Dessin = Dessin U{Jr} ={A,B,C,H,, Hy, H., Jp, K, Ty, T}, T;}
Détermination du point Jr :

Soit Jr le point (H,T,) N (HyTp). Le point Jr est composé.
Comme Jp € (H,T,), on a, en choisissant 'inconnue v

—

— —
OJr =1, OH, + (1 — 1/1) oT,

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak

ab —atb? —a?bt+00 —atc2+2a2b%2c2 —bic2 —a?ct —b2ct 4+ S

—_—
H,H,

—
H,H,

Page

La géométrie euclidienne par I'informatique I

335



Chapitre 20 Triangle tangentiel La géométrie euclidienne par I'informatique I

On déduit:

—

— — —
OJr = e(1) OA + e(2) OB + e(3) OC
avec 2 ( )
a 1—1/1
e(l) = 222
—2a2® +a*v +2a%2b% 0 — bty —2d2 v + iy
2a? (a? — b — ¢?)
) —2a’+ad*v — 22+ b+ 22 -t
e pr
2a? (a® — b? — ¢2)

Comme Jr € (HyT}p), on a, en choisissant I'inconnue g

OJr = O—Eb‘f‘(l_ﬂl) OT,

On déduit:
— — — —
OJr = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC
avec
(1) = —2a?b? —atpy +2a2 0% g + by — 202 g+t
202 (—a? + b2 - 2)
b* (1)
IO=—aip_a
1(3) = =20 +atpy —2a? b g + b g + 202 g —
202 (—a? +b? — ¢?)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

4a2 b2 2
aS —atb? —a?bt+05 —atc2+6a2b2c2 —btc2 —a?ct —b2ct+

vy =

B 4a2 b2 2
o= a® —atb? —a?bt+00 —atc2+6a2b2c2 —bic2 —a?ct —b2ct 4+ 8

On déduit que:

a? (a2+b2—02) (a2—62—|—02)
JT:{a6—a4b2—azb4+b6—a462+6a2b202—b402—a204—6264+c6’
b? (a® +b* =) (—a® +b* + )
ab —a*b? —a?bt + b8 —atc? +6a2b2c? — btz —a2ct — b2t 4 b’
c? (a2—b2+02) (—a2+b2+02)
a6—a4b2—a2b4+b6—a4c2+6a2b202—b4c2—a204—b264+c6}

Dessin = Dessin U{Jp, } ={A,B,C,H,, Hy, H., J7, Jr,, K, T3, Ty, T¢.}
Détermination du point Jp, :

Soit Jr, le point (H,T,) N (H.T:.). Le point Jr, est composé.

Comme Jp, € (H,T,), on a, en choisissant I'inconnue v

—

OJT1 =11 OH, + (1 — 1/1) oT,
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On déduit:

— —

P —— —
OJr, = g(1) OA + g(2) OB + g(3) OC

avec ) ( )
a’ (11—

(2) = —2a2® +a*v; +2a%2b% v — bty —2a2 v + Pty
9\e) = 2a? (a® — > — 2)

(3) = —2a*+atv; — 22+ b +2d2 Ry -y
g\) = 2a? (a? — b — ¢?)

Comme Jg, € (H.I.), on a, en choisissant I'inconnue f;

—

OJdr, =1 OH. + (1 — Nl) o7,

On déduit:

— —

— —
OJr, = h(1) OA + h(2) OB + h(3) OC

avec
B —2a’c —atpy + bt +2a? A — 202 g+t

h(1l) =
() 2 c2 (_a2_b2_|_c2)
h(2) = =202 +atpy — bt —2a? A + 202y +
N 2¢2 (—a2 =2+ ¢?)
¢ (1— )
h(3) = ——5-——=
(3) —a?2 — b2+ ¢c?

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

4a%b?

V1 =

TS —at? — a2 0 — a2+ 6a2 022 — b2 —a?ct — b2t 4 O
4a%b?

=

ab —atb? —a?bt+00 —atc2+6a2b2c2 —bic2 —a?ct —b2cA+ S

On déduit que:

a® (a2+b2—c2) (a2—bz+cz)
In = {aﬁ—a4b2—a2b4+b6—a402+6a2b202—b402—a2c4—b204+c6’
b2 (a2+62—02) (—a2+b2—|—02)
ab —a4b? —a?b* 4+ 05 —atc2 +6a2b2c? —btc2 —a?ct — b2t + b
c? (a2—62+62) (—a2+bz—|—c2)
a6—a4b2—a2b4+b6—a462+6a262c2—b462—a2c4—6264+06}

On a donc Jp = Jp,, donc les droites (H,T,), (HpTp), (H:T.) se coupent en un méme point Jr.
—_—
Calculons le vecteur JrH,. On a:

— —

—_— —
JrH, = i(1) OA +i(2) OB +i(3) OC
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avec
—a? (a2 + b2 — 02) (a2 — b2+ 62)

i(l):aﬁ_a4b2_a2b4+b6_a402_|_6a2b262_b402_agc4_b204+06
(2)_ (a2—|—b2_02) (a2—b2—|—02) (a4+2a2b2—b4—2a202+c4)
) 242 (@b —atb?2 —a2bt 405 —at 2 +6a2b2 2 — b4 2 — a2t — b2t 4 )
(3) = (a2+b2—c2) (CL2—62+02) (a4—2a262+b4+2a202_c4)
7 T 9242 (‘16—a4b2—a2b4—|—b6—a402—|—6a26262—b4c2—a2c4_b2c4+06)

——
Calculons le vecteur JpT,. On a:

— —

% . . H .
JrT, = j(1) OA+ j(2) OB + j(3) OC

avec
1) = 4a* b2 2
A (a2 —b2—c?) (a% —a*b? —a?b* + 06 —a* 2+ 6a2b2c2 —b*c?2 —a?ct — b2t + )
2) = —2b% 2 (—a4—2a2b2+b4—|—2a202—c4)
NE) = (—a2+b2+c2) (a® —a*b? —a2b* + 00 —a* 2+ 6a2b%2c2 — b2 —a2ct — b2t + )
(3) = 202 ¢? (a4—2a262+b4+2a2c2—c4)
I = (—a?2+0?2+c?) (a8 —a*b? —a?b* + 00 —at 2+ 6?02 c?2 — bt c? —a?ct — b2t + )
On a ainsi

(—a2 + b2+ 02) (a4 — b1 42072 — 04)
4a?b? 2

ce qui fournit le rapport de ’homothétie de centre Jp.

Dessin = Dessin U{G, K} ={A,B,C,G,H,, Hy,,H., Jp, Jr,, K, K1,T,, Ty, T;.}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K1, G.

Les coordonnées barycentriques de ces points sont décrites dans 1’exercice précédent:

R —_
JTHa = JTTa

Calculons le vecteur JrK. On a:

— —

JrE = m(1) OA +m(2) OB +m(3) OC

avec
(1)_40,21)202 (2a4—a2b2—b4—a2c2+2b2c2—c4)
T T A (atb—c) (@a—b+c) (@t btc) ms
(2)_—4a2b202 (a4+a2b2—2b4—2a262+b262+c4)
e = (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) m,
(3)_—4(126202 (a4—2a262+b4+a2c2+b2c2—204)
) = (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) my

avec

My = (a6—a462—a264+b6—a462+6a2b202—b402—a204—b204+66)

B
Calculons le vecteur Jp K. On a:

— —
JrK,; = n(l) OA+n(2) OB +n(3) OC
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avec
n(l) =2a’b*c? (2a* —a®b* —b* —a*? + 267 — ) n*
n(2) = —2a%b* 2 (a4+a2b272b472a202+b202+c4) n*
n(3) = —2a*b*c* (a* —2a*b* + b +a® S +b** —2¢%) n*
et
. (a® —a*b? —a?b* + 05 —at? —2a% 0?2 — b ? — a? ¢t — bt + F)
= ny (a® —atb? —a? bt + 05 —at 2+ 6a2b% 2 — b2 —a?ct — b2 ¢t + )
et

ne=(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2—b2—c2) (a2+b2—02) (a2—b2+02)

On a ainsi
J—[)( B 2 (a6—a4b2—a2b4+b6—a4c2+2a2b202—b4c2—a204—b2c4+c6) J—K>
T S 2 1 —at 2 282022 - — a2t -2t 6 T
On a
9 16 a* b* ¢t w*
JrK* = 5
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) m.
JKQ_4a4b4c4(a6—a4b2—a2b4—|—b6—a402—2a2b262—b402—a264—b204+c6)2w*
T = Ny (—a? 4+ b2 + 2) (a2 + % — ¢2) (a2 — b2 + %) m,2
en posant
w*:(a6—a4b2—a2b4—|-b6—a4c2+3a2b262—b462—a2c4—b264+66)
donc ) ) )
JTKQ_ 4(a2—b2—c2) (a2+62—c2) (a2—b2+02)
JrK? (a8 — ab? — a2 b+ b6 —at 2 —2a2b2 2 — b2 — a2 ct — b2 ¢t + ¢6)?
Et )
, f(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+ec) (a®+b*+ ) w*
JrG* =
9m,2
CK? (a6—a4b2—a2b4+66—a402—4a2b2c2—b402—a2c4—b204+c6)2w*
1:

9(@a—b+c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (—a2+b2 —2)? (a2 + b2 — )? (—a? + b2 + 2)?
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CHAPITRE

21

21

211

Groupe orthocentrique

Groupe orthocentrique

Dualités dans un triangle

Exercice 21.1.1

Soit ABC un triangle, H son orthocentre, K le centre du cercle circonscrit. On désigne par Ay le centre
du cercle circonscrit au triangle BCH, par By le centre du cercle circonscrit au triangle ACH, par Cy le
centre du cercle circonscrit au triangle ABH.

1.

2

Déterminer les coordonnées barycentriques des points Ay, B1,C1 et les rayons des cercles indiqués.

Calculer AlB%, A1012, 31012, en déduire que le triangle A1B1C1 est semblable au triangle ABC),
les cotés des deux triangles étant paralléles. Préciser les coordonnées barycentriques du centre de
gravité du triangle A1, B1, Cy.

Montrer que les milieuz des segments [AA1], [BBi], [CC1| coincident avec le centre E,, du cercle
d’Euler du triangle ABC.

. Montrer que le point K est l’orthocentre du triangle A1B1C1, que le point H est le centre du cercle

circonscrit a ce méme triangle.

Préciser les coordonnées barycentriques des centres de gravité G, Gy, Gy, G. des triangles ABC,
BCH, ACH, ABH.

Montrer que les droites d’Fuler des quatre triangles sont concourantes en un méme point que l’on
reconnaitra.

Montrer que l'orthocentre du triangle G,GpG. est le point G.

Etudier le cercle circonscrit au triangle G,GpG.. Quel est le centre de ce cercle? Indiquer les
coordonnées barycentriques du centre de gravité du triangle GoGpGe.
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Solution:

La figure formée par quatre points A, B, C, D dont chacun est ’orthocentre du triangle formé par les trois
autres, est appelée quadrangle orthocentroidal. On utilise également le terme groupe orthocentrique.
Dessin :{A A]. B, Bl.CV, Cq,H, [(}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont H, A1, B1,C1, K.

Les coordonnées barycentriques des points H et K sont classiques.

Equation du cercle passant par les points B,C, H

Le centre A; = {z,y,1 — 2,9} de ce cercle doit vérifier A;B?> — A1C? =0 et A;B% — A1H? =0, soit

a2—|—(—a2—b2+c2) r—2a’y=0
—at+a?+2a2 P+ 02—+ (a4 —2a?b? 4+ b* — 242 2 —2b202+c4) y=20
La résolution de ce systeme linéaire donne

B a2 (a2 2 Cz)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

a* —a?b* —2a%c2 - b2 + ¢t
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

’y:
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Les coordonnées du centre sont ainsi
a® (a2 —b? —02)
(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
at —a?b? —2a’ -2+
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
at —2a?b? + b —a?? - bv? P
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

Ar = {

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a’b?c?

@mHZ(_a+b+@(a+b_@(a—b+@(a+b+@

Un point M = {X,Y, Z} appartient & ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=a®X* X - X+ XY -VXY+d®’XZ-XZ+ad*’YZ
Equation du cercle passant par les points A,C, H
Le centre By = {z,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier B;A? — BiC? =0 et BiA? — B{H? = 0, soit
bP—20% 2 + (—a2—62+62) y=20
b v+ a?E+200 -t + (a4 —2a?b? +b* — 242 2 —2b202+c4) =0
La résolution de ce systeme linéaire donne
B a?b? —br+a’c? +20% 2 - ¢
(~a+b+e)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b (—a? + B — )
a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du centre sont ainsi

T

a?b? — bt +a? 2022 - ¢
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
B (—a® + 1% — )
(a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)’
a* —2a?b* +b* —a?c? — b2 2
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

By ={

}

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a?v? c?

7“,240}1: (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0= XY +PXY Y’ +0Y?2 Y’ + VP XZ+0YZ-3PY Z
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Equation du cercle passant par les points A, B, H

Le centre C1 = {x,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier C; A?> — C1B? = 0 et C1 A% — C1H? = 0, soit

—a?+ 0+ (@ = =)+ (a®> —b*+*) y=0
a2b2—b4+a202+2b202—c4+(a4—2a262+b4—2a202—2b202+c4) z=0

La résolution de ce systeme linéaire donne

B a’?b? —b* +a?c?+ 202 - ¢t
" (~a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+e)

a* —a?b? —2a>c - b?c? + ¢
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

Les coordonnées du centre sont ainsi

y:

a?b? — bt +a?c?+ 202 — ¢t
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
at —a?b? —2a22 -2+ ¢t
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
c? (a2—|—b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

=1

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

a?b? 2

rApn = (—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)

La géométrie euclidienne par I'informatique I

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale

a cette valeur, soit

0=CXY - XZ+EXZ-VYZ+EAYZ—-ad>Z?°-0v*72°+c272

La distance Aj B? est égale &

AlB% = 82
La distance A;C% est égale &
A0} = b?
La distance B1C? est égale &
31012 = CL2
—
Calculons le vecteur AB. On a:
— — — —
AB = a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(l)=-1
a(2) =1
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a(3)=0
—
Calculons le vecteur A;B;. On a:

o — — —
AB, = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC

avec
b(1) =1
b(2) = —1
b(3) =
On a ainsi
—
AB = (-1) AiB;

—
Calculons le vecteur AC. On a:

avec

—_
Calculons le vecteur A1C7. On a:

avec
d(l)=1
d2)=0
d3)=-1
On a ainsi
_
AC = (1) A1y

—
Calculons le vecteur BC'. On a:

avec

e(l)=0
e(2) =-1
e(3) =

—_—
Calculons le vecteur B1C4. On a:

—

BiC1 = f(1) OA+ f(2) OB + f(3) OC
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avec
(1) =0
f(2)=1
fB3)=-1
On a ainsi

— —_—
BC = (-1) B|Cy

Les coordonnées barycentriques du centre de gravité du triangle Ay B1C] s’obtiennent en faisant la moyenne
pondérée des coordonnées barycentriques des points Ay, By, C1, ce qui fournit le point

at+a?b? =2+l +402 - 264
3(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
2a*+ a2+ +4a? A+ -2
3(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
20 —4a’b® + 2 —a? 2 - v* -4
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}

{

La moyenne pondérée des coordonnées barycentriques des points A, A; (resp. B, By, C,C}) fournit cons-
tamment le point

—(a2b2—b4+a2c2+2b202—c4)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
at —a?b? —2a> -2+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
a* —2a?b? 4+ b* —a?c? — b2 c?
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a~|—b+c)}

qui est le centre du cercle d’Euler.
Pour un point M de coordonnées barycentriques {z,y,1 —z — y}, on a

By =1{

(=2) MA;, - B1Cy =—a?+dlr+br—Fr+2d%y
_— ——
donc KA;- B1Cy = 0. De méme,
(=2) MB; - A\C1 = —b* + 202z +a’y+ b2y — 2y
(=2) MCy - AiBy=d> -V —d®>z+ bz +cFax—d’y+ b2y — 2y

Ainsi, KBy - A1C1 = KC1- A1By =0 donc K est 'orthocentre du triangle A1 B1CY.
Equation du cercle passant par les points A1, By, Cy
Le centre M = {x,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier M A} — MB} =0 et MA? — MC? = 0, soit

(= +*+ )+ (> +bv* —c*) y=0
—a? -+ +20% 2+ (a2+b2—62) y=20
La résolution de ce systeme linéaire donne
B (a2 + b2 — 62) (a2 — b2+ 02)
" (~a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+e)
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(a? =% = ?) (a® +b* — &?)
a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du centre sont ainsi

.

(a2+b2702) (a fb2+c)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(a? = b = ?) (a® +b* — &?)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(a — b — 02) (a2 b2+02)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

{

Ce sont les coordonnées barycentriques de 'orthocentre H.
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

a? b? 2

2 _
TA,B,Cy = (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=aX2 2" X2+ ' X2 —2a° P X2+ > PP X2+ ® A X2+ a5 XY - VP XY —® VXY
+05XY —a' XY - EXY -2 XY - PAXY +EXY +a? Y2 - 24200 Y2 405 Y?
+ a2 Y2 Y 4P AV 4+ X Z - P X Z - PV X Z+ 05X Z - a* P XZ - X2
—PAXZ-VAXZ+EXZ4+d°Y Z -V Y Z -2V Y Z4+0°Y Z -t EY Z -0 EPY Z
2AYZ-AYZ+ Y Z+d P22+ 22+ P22 —2a A 22— 202 A 22+ 8 7P
Dessin = Dessin U{G, G, Gy, G} = {A, A1, B, B1,C,C1,G,G,, Gy, G, H, K}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont G, Gy, G, G.
Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

(—a® = b* + c2) (a® = b? + ¢?)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
2 (a4—a2b2—2a202—b202+c4)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c)’
2 (a4—2a2b2—|—b4—a262—6202)
3(a=b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}
-2 (a2b2—b4+a2c2+2b202—c4)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c)’
(a® =% = c?) (a® +b* — ¢?)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c)
2 (a4—2a2b2+b4—a202—b2c2)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}

G, = {

Gy = {
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-2 (a2b2—b4+a202+2b202—c4)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
2 (a4—a2b2—2a202—b262+c4)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’

(a2 —b? —02) (a2 —b2+c2)

Ge = {

3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}
111
C=1y33

Dessin = Dessin U{W} ={A4, A1, B, B1,C,C1,G,Gq,Gp, G, H, K, W}
Détermination du point W :

Soit W le point (G, A1) N (GpB). Le point W est composé.

Comme W € (G4A1), on a, en choisissant I'inconnue v

e

OW = (1—v1) OAs + 11 OG,

On déduit:
—— — — —
OW =g(1) OA+g(2) OB +g¢(3) O
avec
(1) —3a*+3a’ +3a’+2a*v —3a2V? v + b —3a2 P — 202 v + iy
g =

3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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(= 202 - F 4 t) B-w)
1) = 30— b— (a+b-c) (@—b+0) (a+b+0)

o (a' =222 b —a? P - P) (3 1)
1) = 3 a—b—0 (a+b-c) (@—b+0) (a+b+0)

Comme W € (GyBy), on a, en choisissant 'inconnue p;

—

OW = (1- ) O—B{"‘,U«lO—)Gb

On déduit:
— — — —
OW = h(1) OA+ h(2) OB+ h(3) O
avec
h1) (a2b2—b4+a2c2+2b202—c4) (=3 + 1)
3(a—b—-c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
h2) = 3a?? —3b* + 3022 +atpy —3a? P g + 200 g —2a? g — 362 g+t

3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

(a* —2a?b* +b* —a®? — b*?) (3 — 1)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

3 3

=g M=y

h(3) =

On déduit que:

— (a262 — bt a’c? +20% —04)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
at —a?b? —2a2 -2+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
at —2a?b? + b* —a?c? — b P
2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}
Dessin = Dessin U{W1} ={A, Ay, B, B1,C,C1,G,Gq, Gy, Ge, H, K, W, W1 }

Détermination du point W7 :
Soit W le point (G.C1) N (GK). Le point W) est composé.
Comme Wj € (G.C1), on a, en choisissant 'inconnue v

W=

=

Ole(l—I/l) O—Cl)+ulO—Gc)

On déduit:

— —

OW, = i(1) OA +i(2) OB +i(3) OC

avec
(a?0* —b* +a* 2+ 2022 — ¢*) (=3 + 1)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(at—a?b?* —2a% A —* A+ ) (3—1y)
" 3(a—b—c)(atb—c)(a—b+c)(a+tb+ec)
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i(3) = 3022 +302c2 -3t +a*v; —2a2% v + b4y —3a%2 Ry — 3022y + 2
B 3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Comme W) € (GK), on a, en choisissant 'inconnue jq

—_— — e
OW1 = M1 OG+(1 */11) OK

On déduit:
OW1 = j(1) OA+j(2) OB +j(3) OC
avec
j(l):3a4_3a2b2_3a262_2a4”1+a2b2/ﬂ+b4M1+G2C2M1—262c2m+c4u1
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
i(2) = —3a?2+3b0* =302 +atpu +a?bPpu — 20 —2a? A + 02+
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
j(3):_3a202_3b202+3c4+a4'“’1_2a252ﬂl+b4ul+a202ul+b202,u1—204u1

3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

3 3
VG = — = -
1 2 M1 2

On déduit que:
— (a2b2 — b4 a’ 42072 —04)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
at —a?b? —2a° 2 -2+ A
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c)’
a* —2a?b? +b* —a?c? — b2 2
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a—i—b—i—c)}
Ainsi, W = W est égal au centre E,, du cercle d’Euler du triangle ABC.
Pour un point M de coordonnées barycentriques {z,y,1 —z — y}, on a

VV1:{2

—3a2 -+ +3a%x+3V¥x—-32x+6d%y

(—2) MG, - GG = 5

—_— ——
donc GG, - GpG. = 0. De méme,

2 2 2 2 2 2 2
—a*—3b 60 3 3b°y—3
(—2)—G>ba—G'c> a +c° + r+3a°y+ Yy cty

9
(—2) M G—G;— 202 - 202 - 3a?2+ 3022+ 3c2r—3a’y+3b%y—3c%y
C a - 9

Ainsi, GGy - GG, = GG, - G,Gp = 0 donc G est orthocentre du triangle G,GpG..
Equation du cercle passant par les points G, Gy, G,
Le centre M = {z,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier MG2 — MG2 =0 et MG2 — MG? = 0, soit

a® =0+ (-3a> + 302 +3¢%) z+ (-3a> +30° -3 y=0
—2a* =30 +22+ 6072+ (3a®+3b° —3¢%) y=0
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La résolution de ce systeme linéaire donne

—(a4+a262—2b4+a202+4b202—204)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

xr =

20 — a2 bt —4a2 -2 +24
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

y:

Les coordonnées du centre sont ainsi
—(a4+a2b2—2b4+a202+4b202—2c4)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
20 — 22—t —4a2 -2 +24
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

20 =422 +20  — a2 22— A )
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

{3

Ce sont donc les coordonnées barycentriques du centre de gravité du triangle Ay, By, C1.
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
2 _ a?b? c?
GaGrGe = 9 (—a4+b+c) (a+b—c) (a—b+¢) (a+b+c)

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=4a°X?-10a"b* X? +8a®b* X? — 200 X? —10a* A X2+ 8a?* 2 X? + 2b* 2 X? + 8a* ! X?
+207 X2 -2 X2 +2a5 XY 20 P XY -2 XY + 205 XYV +a* XY - 2a* 02 2 XY
+VAEXY —8a2 A XY -8V XY +58 XY —2a°Y? +8a* b2 Y2 — 10?0 Y + 40° Y2
+8a202 A Y? —10v* Y2 +2a? Y2+ 807 P YV? - 28 Y24 2a5 X Z+ a* VP X Z —8a% VP X Z
+5 X7 -2a"PXZ -2V PXZ -8V PXZ -2 XZ+V P XZ+28XZ+5a°YZ
—8a'V'Y Z+a?V Y Z+20°Y 7 -8a* Y Z -2a° V¥ PY Z - 20 PY Z+d* Y Z -20° 'Y Z
—2a° 2% +2a* v 22 +2a*b* 2% - 20° 22 + 8a* 2 Z2 + 82 b ¢ 2% + 81 * Z* — 10a* ¢t Z*

— 100!t 22 +45 22 +28Y Z+ 24" Y

Les coordonnées barycentriques du centre de gravité du triangle G,GpG. s’obtiennent par moyenne

pondérée des coordonnées barycentriques des points G4, Gy, G, ce qui fournit le point

—(a4—|—4a2l)2—5b4+4a202+10b202—504)

9(a@—-b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’

5a* —4a®b? —b* —10a?c® — 4> +5¢

9(a@a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

5a* —10a?b? +5b* —4a%c? — 42 % - & )

9(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

{
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CHAPITRE

22

22

221

Cercles d’Apollonius

Cercles d’Apollonius

Cercles d’Apollonius

Exercice 22.1.1

Soit ABC' un triangle non-isocéle, I' le cercle circonscrit de centre K.

La bissectrice intérieure (resp. extérieure) issue du sommet A coupe le coté (BC) en My (resp.Ny).
La bissectrice intérieure (resp. extérieure) issue du sommet B coupe le coté (AC) en My (resp.Na).
La bissectrice intérieure (resp. extérieure) issue du sommet C coupe le coté (AB) en Mz (resp.N3).
Sotent T'y, T'g, T's les cercles de diameétres respectifs [My, N1], [Ma, No|, [M3, N3].

1.

Déterminer les coordonnées barycentriques des centres C1,Co, C3 des cercles I'1, I's, I's. Montrer
que ces points sont alignés. Préciser les équations des cercles 'y, 'y, I's et la valeur des rayons
respectifs de ces cercles. Montrer que les points communs aux cercles I'y, I'y appartiennent a I's.
On pose {Ap1, Ap2} =T1 NTs.

Montrer que les droites (ACY), (BCs), (CC3) sont tangentes au cercle T.
Montrer que le cercle I' est orthogonal aux cercles I'y, I'o, I's.

On pose 'NTy = {A,K 1}, TNy = {B,Ky}, NIy = {C,K3}. Préciser les coordonnées
barycentriques des points K1, Ko, K3.

Montrer que les droites (AK1), (BK3), (CKs) sont concourantes au point de Lemoine.

Déterminer les coordonnées barycentriques des points Ap1, Apa et du point P projection orthogonale
de ces points sur la droite passant par C1,Co, C3

Montrer que le point de Lemoine et le point K appartiennent a la droite (Ap1Ap2) et que cette droite
est orthogonale a la droite passant par Cy,Co, Cs.
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Exercice 22.1.2 suite de [’énoncé

8 Calculer les distances Ap1A12)2, AA1271, BAgl, C’Af)l, KAIQ,l, AA%Q, BAI%Q, CAZQ, KAI2)2.

9 Déterminer les points d’intersection Ry, Ry des droites (AAp1) et (AAp2) avec la droite (C1C3) des
centres. Calculer Ry R3.

10 Méme question avec les points d’intersection Pi, P des droites (BAp1) et (BAp2) avec la droite
(C1C3) des centres (resp. les points d’intersection Q1,Q2 des droites (CAp1) et (CAp) avec la
droite (C1C3) des centres).

Solution:

Dessin = {A B, C, K, ]\[1 ]\[2 ]\[g Nl, NQ, Ng}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont M7, Ny, Mo, No, M3, N3, K.

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 352



Chapitre 22 Cercles d’Apollonius La géométrie euclidienne par I'informatique I

My = {aj—c’ ’a—T—c}
M = ;ﬁwiym
Ny = {O,b%bc,b%cc}
N = {aic’o’ a_—cc}
N3 = {ﬁ,a;_bb,O}

a® (a2 .~ 02)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’

B (—a? + 17 — &)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

c? (a2 +b? — 02)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}
Dessin = Dessin U{C4,Cq,C3} = {A, B,C,Cy,Cq,Cs, K, My, My, M3, N1, Na, N3}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C.
Les points composés sont C7, Ca, C.

Equation du cercle passant par les points A, My, Ny
Le centre M = {x,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier M A% — MM? = 0 et MA? — MN? = 0, soit

{—b2+(b2+bc)a:+(62—c2) y=0

K=

[\

—b2+(b2—bc)$+(62—c)y:0

La résolution de ce systeme linéaire donne
z=0 Yy= -7

Les coordonnées du centre C sont ainsi

b2 —c2

Cy = {0, (b—c) (b+c) (b—rc) (b—i—c)}

Le rayon r de ce cercle a pour valeur

9 a?b? c?
2 =

T = bt o?

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0= XY +VEXY -AXY+2PY? -2V X724+ XZ2-VEXZ—ad*v7?
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Equation du cercle passant par les points B, Ma, No
Le centre M = {x,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier M B? — M2 =0 et MB% — MNZ = 0, soit

—a*+ (a®* =) v+ (a® +ac) y=0
—a*+ (a®* =) 2+ (a®—ac) y=0

La résolution de ce systeme linéaire donne

Les coordonnées du centre (5 sont ainsi

Cy ={

0@t a0 @ra

Le rayon ro de ce cercle a pour valeur
9 a’b?c?

T = (at o)

Un point M = {X,Y, Z} appartient & ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=0AX2+a?22 XY +VEXY —AXY+d 'Y Z—-ad?PYZ—ad?RY Z —d?v? 72

Equation du cercle passant par les points C, M3, N3
Le centre M = {x,y,1 — z,y} de ce cercle doit vérifier MC? — MM3 =0 et MC? — M N2 = 0, soit

—ab—l—(ab+b2) a:+(a2+ab) y=20
ab+ (—ab+b*) x+ (a® —ab) y=0

La résolution de ce systeme linéaire donne
2 b?

xTr = y:

—ir
Les coordonnées du centre ('3 sont ainsi

a? b?
(a—b) (a+b) (—a+b) (a+b)’

C3 = { 0}

Le rayon r3 de ce cercle a pour valeur

9 a?b? c?
T3 = 2 2
(a—0b)*(a+b)

Un point M = {X,Y, Z} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est égale
a cette valeur, soit

0=0 XY+ XZ-VXZ+V¥ XZ+d*YZ-*VPYZ-d>PY Z
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On a directement

—— a® — b2 = (@ —b) (a+b)c?
Cﬁh‘xa—c)m+m)OA (b—c) (b+c) (a—c) (a+c) (—b+c) (b+c)
= a? — b2 (a—c) (a+c) — c? —
GO = et T e arn) 6= tora) PP T B0 ro O°

donc

— (a—c¢)(a+¢) =—
Ci1Cy = ——= C1C
103 (@—b) (a1b) 102
Ainsi, les équations des cercles I'1, I'g, I's sont
PEXY+PAEXY A XY +a* Y - PP X Z+ WX Z -0 XZ-ad*b 22 =0
PAEX 4+ XY+ EXY -~ XY +d' Y Z-d? VY Z-d*PY Z-ad®V? 22 =0
VAEX? - EY?  + PP X Z -V X 240X Z2+a*'YZ - a? Y Z - ad®>PY Z =0
La troisieme équation est la différence des deux premieres, les trois cercles se rencontrent aux points
communs & I'; et 'y (ces points existent sur le dessin, les coordonnées barycentriques de M et N sont
calculables avec des expressions trés complexes).

Equation du cercle passant par les points A, B, C
Le centre M = {z,y,1 — x,y} de ce cercle doit vérifier M A% — MB? =0 et MA%? — MC? = 0, soit

—a?+ b+ (a* = =) v+ (a® - 0P+ ) y=0
b2 — 2%+ (—a2—b2+62) y=20
La résolution de ce systéme linéaire donne

a? ((12 — b2 — 02) b2 (—a2 + b2 — cz)

T la-b-c(atb-c (@a-bto)(atbte T (Catb—c)(atb—c) (—atbtc) (atbtc)

Les coordonnées du centre K sont classiques ainsi que la valeur R du rayon du cercle circonscrit

9 a?b? c?
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Rappelons qu'un point M = {X,Y, Z} appartient & ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au
centre est égale a cette valeur, soit

0=CXY+XZ+a’YZ
—_— —
Pour un point M = {X,Y,1 — X — Y}, le produit scalaire (—2) AK - AM a pour valeur
P+ X + VY - PY

—_— —— _— —— —_— —
donc (—2) AK - ACy = 0. De méme, (—2) BK - BCy =0, (—=2) CK - CC3 = 0. Le cercle I" est orthogonal
aux cercles I'1, I'g, I's.
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r

Dessin = Dessin U {[(1, Ko, Kg} = {A B,C,C,Cy,C5, K, K1, Ko, K3, My, My, M3, Ny, No, ;‘7\“‘73}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont K1, Ko, K3.

Le point K, satisfait le systeme d’équations

CEXY +PEXY -A XY +a?23Y?2 - X2+ XZ -0 XZ—-ad*b72%2=0
EXY+VPXZ+d®YZ=0

—2XY

Pxtzy b, en reportant dans la premiere équation, il vient

La seconde équation fournit Z =

Y 20X +a?Y) (PX*+ XY+ XY — XY +a’Y?)

2 =0
(02X +a?Y)

La solution Y = 0 fournit le point A, la solution Y = —2b%, X = a? fournit le point K1 = {a?, —2b% —2¢%},

Iexpression b? X2 + a? XY + 02 XY — 2 XY + a? Y? n’étant jamais nulle (poser Y =t X).
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

a® 2 b? 2¢? !
—20%2 —2c2" —a2 + 202+ 22" —a? +2b% + 22

Ki = {

De méme ) ) )
2a b 2c¢
K2:{2 2 _ 12 27 2 12 2'5 2 _ 12 2}
a* —b*+2c*" —2a*+b>—2c*" 2a° - b+ 2c
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2a? 2 b? c?
2a2+2b%—c?"2a? 420> — 2’ —2a® — 2b2+02}
Dessin = Dessin U{L} = {A, B,C,C1,Cs,Cs, K, Ky, Ko, K3, L, My, My, M3, N1, N2, N3}
Détermination du point L :

Soit L le point (AK7) N (BK3). Le point L est composé.
Comme L € (AKj), on a, en choisissant I'inconnue v

K = {

— — —
OL = %41 OA+(1 —1/1) OK1

On déduit:
— — — —
OL =a(1l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
(1)_a2—2621/1—2021/1
“ oz —2b2 _ 22
2b% (—1+11)
2N =27\ ~ 17
a(2) a? —2b% —2¢2
2¢% (-1
a3) = 2= )

a? —2b2 —2¢2

Comme L € (BK3), on a, en choisissant 'inconnue pq

— — —
OL:MI OB—i—(l—,ul) OK,

On déduit:
— — — —
OL =b(1) OA+b(2) OB+b(3) O
avec 2 ( )
20 (1 —
b(l) = ———"=
(1) 2a2 — b2 +2¢2
_ 12 2) 2 9 2
b(2) = b*+2a“p +2c¢
2a%2 — b2 +2c2
2¢% (1-
5(3) _ c ( Ml)
2a2 —b%2+2¢2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, ;1 donne
3a? 302

4!

H1 =

:2(a2+b2+02) 2 (a® + b2 + 2)

On déduit que:
a? v? c?
B {a2+b2+c2’a2+b2+c2’a2+b2+c2}
Dessin = Dessin U{L;} = {A, B,C,C1,C5,Cs, K, Ky, Ko, K3, L, Ly, My, My, M3, N1, No, N3}
Détermination du point L :
Soit Ly le point (AK;) N (CK3). Le point Ly est composé.
Comme L; € (AK1), on a, en choisissant 'inconnue v;

— — —
OL; =11 OA+ (1 — 1/1) OK;
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On déduit:

— — —

OL; = c(1) OA + ¢(2) OB +¢(3) O

avec

a?—=20%v — 2%
a? —2b% —2c2
20% (=1 +11)
a? — 262 —2c2
2¢2 (=1 +1)
a? —2b% —2c2

Comme Ly € (CK3), on a, en choisissant I'inconnue fq

c(l) =
o(2) =

c(3) =

s =

OL1 = U1 OC+ (1 — Ml) OKg

On déduit:

— — —

OL, = d(1) OA +d(2) OB + d(3) OC

avec

2a? (1 -
2a2+2b% — 2
207 (1—
202 +2b% — 2
_ .2 9 2 2b2
d(3) _ " +2a” py + H1
202 +2b% — 2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne
3a? 3c?
V= =
T2 @2+ ?) i 2 (a2 + b2+ ?)
On déduit que:
Ly = { a? b? ? )
Tl a1+ a2 b2

On a donc L = L; qui est le point de Lemoine.

Dessin = Dessin U {/’1,,[, 4”1/,3. 1)} = {Al ;1],7] , ;’1[,2. B.C. (4, (32. (,';)). K, K , Ko, 1\'3, L, L, , My, AUQ, Ms,

Ni, N, N3, P} }

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Les points composés sont Ap1, Ay, P.

Déterminons les coordonnées barycentriques {X,Y, Z} des points Ay, et Apz. Nous devons résoudre le
systeme

CEXY +0RPEXY A XY +d?23Y?2 PR X2+ XZ-0AEXZ—a?h? 722 =0
PAREX2+a?ERXY +VPEXY —A XY +ad*'YZ -2V Y Z—-a?PY Z—-ad’b2%2=0

La premiere équation fournit

¥ — —a?>AY?+a’b? 72
C2RY +2ARY —AY -2 Z+ W7 227
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En faisant le choix Z = 1, la seconde equation devient:

0=a*b* =225 + ¥ +a?* ? — 2052 + 01 — 242 V2 APY +a? 0 Y + 05 2Y + a2V Yy
Y 1S Y 1t Y2 2Pt YR b et Y2 2028 Y2 202 B Y2 4+ By?

d’ou 'on déduit les deux valeurs possibles pour Y. En normalisant les coordonnées barycentriques
{X,Y, Z}, nous obtenons

a? (—ﬁ (2a2 —b2—62) +3 (—a262+b4—a2c2+c4)>

A = —2V\ (a* —a2b? +b* —a2c? — b2 2 + ct) ’
B (~VX (a2 =207 + ) = V3 (at — a2t — 17 ¢ + o) )
2V (a* —a2b2 + b —a2c? — b2 c2 + ct) ’
c? (—\ﬂ (a>+ 0% —2c%) + V3 (—a4—b4+a202+b202)>
2V (at —a2b? + b1 —a2c? — b2 2 4 ) J
4 a’ (ﬁ (—2a2+b2+c2)+\/§(a2b2—b4+a2c2—c4))
P2 = )

—2V (a* —a2b2 4+ bt —a2c? — b2 + )

b2 (\F/\ (a2—2b2+62) -3 (a4—a262—b202+c4))
—2V (a% — a2 b2+ bt —a2c? — b2 2 4 ch)

2 (\ﬁ (a2+b2—202)—\/§ (a4+b4—a262—b202)>
2V (at —a2b2 4 b4 —a2c2 — b2 + )

)

}
avec
A=—a*+2a?0® —b*+2a>° 2 + 2022 —
=(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

La projection de A, ou Ay, sur la droite passant par C1, Co, C3 est le point P de coordonnées barycen-
triques
a? (2 a? - b — 62)
2 (a* —a2b?+b* —a?c2 —b2c2+ct)’
—b? (a2 —2b% + 02)
2 (a*—a?b?+bt—a?2 -2+t
—c? (a2 +0% -2 02)
2 (a4—a262+b4—a202—b262+c4)}

P={

—_—
Calculons le vecteur LA,;. On a:

avec
a? (\/§a2+3ﬁ+\/§b2+\/§cz) (a2b2—b4—|—a202—c4)
Q\F)\(a2+b2—|—02) (a* —a?b2 +b* —a2c? —b2c? + )

e(l) =
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—b? <\/§a2+3ﬁ+\/§b2+\/§02) (a4—a2b2—b202—|—c4)
2V (a2 + b2+ c2) (a* —a2b2 + b4 —a2c2 — b2 2 + A)
e <\/§a2+3ﬁ+\/§bQ+\/§CQ) (a4+b4—a2c2—b202)
2V (a2 + b2+ c2) (at —a2b? + bt —a2c2 — b2 4 ¢h)

e(3) =

—_—
Calculons le vecteur LA,3. On a:

— —

LApn = f(1) OA+ f(2) OB + f(3) OC

e a? (—\/§a2+3\5—\/§b2—\/§cg> (a2b2—b4+a2c2—c4)
f)= 2VA (a2 + 02+ c2) (a* — a2 b2+ bt — a2 2 — b2 ? + )
_p2 <_\/§a2+3\f/\—\/§bz—\/§02) (a* —a?b* — b* A + ¢*)
f2) = 2V (a2 + b2+ c2) (a* —a2b2 + b4 —a2c2 — b2 2 + A)
¢ (VB +3VA - VBE — V3 (o bt — a2 P — 1 )
13 = 2V (@ + b2+ ) (a* —a?b? + b — a2 — b2 2 + )
On a ainsi

— V3a2 +3VA+ V3V +3¢2 ——
LA, = LAy
—V3a2+3VA= V32— /32

—
Calculons le vecteur K P. On a:

— — —

KP = g(1) OA + g(2) OB + ¢(3) OC

avec

—a? (a®+ 02+ %) (a®0? —b* + a* A — ¢*)

1) =
9(1) 2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (a* —a?b2+b* —a?c? —b2c? + )

b2 (a2 + b2 —|-02) (a4 —aZb? — 22+ 64)

2 =
9(2) 2(a—=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (a* —a?b? + bt —a?c® — b2 + 4)
c? (a2+62—|—c2) (a4+b4—a202—b202)

3 =
93) 2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (a* —a?b? + bt —a?c® — b2 + 4)

—
Calculons le vecteur KL. On a:

— — —

KL = h(1) OA +h(2) OB + h(3) OC

avec
(1) — —2a? (a2b2—b4+a202—c4)
(1) = (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®>+ b+ ?)
h(2) = 22 (a4—a262—b202+c4)

(a—b—-c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a® + b2+ c?)
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22 (a4+b4—a2c2—b202)

h(3) = (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2 + b2 + c?)

On a ainsi
(® + 1 + @)

KP — KL
4 (et —a?b?+ bt —a?c? — b2+ o)

—_—— —
Pour un point M = {X,Y,1 — X — Y}, le produit scalaire (—2) C1Cy - KM a pour valeur

P+ A+t X -2 X - EX+RPAX +at Y -2 Y +ar Y — a2 AY
(a—c)(a+c)(b—c) (b+c)

donc (—2) 0102 . KAp1 =0et (—2) 0102 . KApg =0.

On obtient 5y o
3a“bc
2 _
AplApz_a4—a2b2+b4—a202—6202+c4
b2 2 <a2+\/§\5+62+62>
AA21:
P2 (@t —a?b? + bt — a2 -2+ Y)
a’c? (a2+\/§ﬁ+b2+02>
BA21:
PL2 (@t —a?b?+ b0t —a?c? — b2+ )
a’ b? <a2+\/§\f)\+b2+c2)
P2 (at —a?b? 4+ bt —a?c? — b2 2+ )
2
) a? b2 2 (ﬁ (—a2—b2—02)+\/§(a4—2a2b2+b4—2a202—26202+c4)>
KA, =

pl_4(a—b—0)2(a+b—c)2(a—b+c)2(a+b+c)2 (a* —a?b?2+ bt —a?c? — b2 2+ )
o b2 2 (aQ—\/gﬁ+b2+c2)
P27 9 (at —a2b2 4+ 04 — a2 — b2 2+ c4)
o a2 2 (az_\/g\f)\+b2+cz)
P27 9 (ah —a2b2 4+ b4 —a2c2 — b2 + )
s a®b? <a2—\/§\f/\+b2+c2)
pz—2(a4—a2b2+b4—a202—b202—|—c4)

a? b2 2 (ﬁ (a2+b2—|—c2) +V3 (a4—2a2b2—|—b4—2a202—2b202+c4))2

4a—b—c)(a+b—c)(a—b+e)’(a+b+c)? (a*—a2b? +b* —a2c2 — b2 2 4 )
donc, aprés calculs
a* bt

KA? KA% =
P a—b—c)(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)
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Dessin = Dessin U {Rl} — {A Apl-/ Apg, B, C, Cl, CQ, Cg, K Kl, KQ, Kg, L, Ll, A[lq AIQ, Afg,
N1, N2, N3, P, R}

Détermination du point R; :

Soit Ry le point (AAp1) N (C1Cs). Le point Ry est composé.

Comme R; € (AAp1), on a, en choisissant I'inconnue v

O—Rizljl (7)1+(1—V1) OApl

On déduit: . N
OR; =i(1) OA+i(2) OB+ 1i(3) OC
avec
) Num(i(1))
i(1) =
2V (a% —a2b2 + b —a2c? — b2 2 + cb)
b2 (\/§a4+a2\/X—\/§a262—2\/Xb2+\/Xc2—\/§b202+\/§c4) (=14+11)
i(2) =
@) 2V (at — a2 b2 + bt —a2c? — b2 c2 4 ct)
2 (\/§a4+a2\/x+ \/sz+\/§b4—\/§a202—2\/X02—\/§b202> (=14 11)
i(3) =

2V (a% —a2b2 + b —a2c? — b2 2 + cb)
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avec
Num(i(1)) = VA (2@4 —a*b? —ad* P+ (—a2 b +2bt —a? 2022 + 2¢Y) 1)

+3 (a4b2 —dvr+dt -’ (—a4b2+a2b4 —a*? —|—a204) 1/1)
Comme R; € (C1C%), on a, en choisissant 'inconnue i

_ —

—
OR; =1 OC1+ (1 — 1) OCq

On déduit:

— — —

OR; = j(1) OA +j(2) OB + j(3) OC

avec

oy @t (1= )
W=t o
o) b* i

= 0=g010

(b2 — 2+ a? g — b )
(a—c)(a+c) (=b+c) (b+c)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

V3 a?

VW = —F———

V3a2 + VA
_ VA(b—c) (b+e) (—a>+202 =) +V3 (b—c) (b+c) (—a* +a?b? + b2 ? — c?)
= 2v3a? (a* —a2b2 + b4 —a2c2 — 22 + ) + 2V (at — a2 b2 + b —a2c? — b2 2 + )
On déduit que:

i(3) =

a® (ﬁ (2a% —0? — ) +V3 (2a4—a252+b4—a2c2—2b2c2+c4))
2 (VBa2+ V1) (0t = B2+ b — a2~ 2 + o)
0 (VA (a2 =20% + 2) + V3 (at = a?0? — 12 + ¢4) )
2 (VBa2+ VA ) (0t = @B+ b — a2~ 2 4 o)
— (VA (@12 = 263) + V3 (a* 4! — a> 2 — 12 ¢2) )

2 (\/§a2+ﬁ> (a* —a?b2 +b* —a?2c? —b2c? + )

R = {

)

Dessin = Dessin U{Ra} = {4, Ap1, Ap2, B,C,C1,C2,Cs, K, K1, Ko, K3, L, Ly, My, My, Ms3,
N1, No, N3, P, Ry, Ro}

Détermination du point Ry :

Soit Ry le point (AAp2) N (C1C3). Le point Ry est composé.

Comme Ry € (AApz), on a, en choisissant I'inconnue v

e — —_—
ORy =11 OA+ (1 - I/l) OAp2
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On déduit: . . N
ORs = k(1) OA + k(2) OB + k(3) OC
avec
k(1) = Num(k(1))
2V (a* —a2b2 + b —a2c? —b2c2 + ct)
v? (—\/§a4+a2ﬁ+\/§a2b2—2\f)\b2+\f/\62+\/§b2 2—\/364) (=14v1)
k(2) =
@) 2V (a4 —a2b2 + b4 —a2c2 — b2 + )
2 (—\/§a4+a2\5\+\5\b2—\/§b4+\/§a202—2ﬁc2+\/§b202) (—1+1)
k(3) =
3) 2V (at —a2b2 + b —a2c? — b2 c2 + ct)
avec

Num(k(1)) = VA (2(14 —a?b? —a® P+ (—a2b2 +2br — a2 — 2022 + 204) V1)
+v3 (—a4b2 +a’bt—adt P+ adlt+ (0L4b2 —a’bt 4+ at P —a204) V1)
Comme Ry € (C1C2), on a, en choisissant I'inconnue pq

—_— — —
OR2 = U1 001 + (1 - Ml) OCQ

On déduit: . . . .,
ORy =1(1) OA+1(2) OB+1(3) OC
avec 2w
)= (a—c) (a+c)
_ b? M1
"2) = (b—c) (b+c)

2(b2—02+a2,u1—b2u1)

1(3) =
B = e @ra (b+e) 610
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne
v = 7\6&2
! V3a2 -V

VA (b—c) (b+e) (a®> =202 +c2) +V3 (b—c) (b+c) (—a' +a?b? + 1?2 — )
2v3a2 (a* —a2b2 4+ b4 —a2c2 —b2c2 +c4) =2V (et —a202 + b4 — a2 2 — b2 2 + )
On déduit que:

1 =

a? (ﬁ (—2a®> + 0>+ ) + V3 (2a* — B> +b* —a®? — b2c2+c)>
2(¢§a2—ﬁ) (a* — a2b2 + b* — a2 2 — b2 2 + ) ’
—0* (VA (—a? + 202 — %) + V3 (a* — a® 0> — b? * + )
2 a )(a4—a2b2+b4—a2c2—b2c2+c4)

(v3ar -
02( —a —b2+2c)+\/§(a4+b4—a262—b202))
< 3a2 —

Ry = {

2 )(a4—a262+b4—a202—b202+c4)
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On a alors
R 6a202 (a—b—c) (b—c)? (a+b—c) 2 (a—b+c) (b+¢) (a+b+c)
149 = 2 2
<\/§a2—\/x> (\/§a2+\/x> (a* —a?b?2+ bt —a?c? — b2+ )
Dessin = Dessin U {P]} = {A Ap| s APQ, B, j‘, 01, /V‘_)7 C;;. [(, Ky, ]Xyg, [(;;, L, Ly, My, My, J\c[;g,

N1, N2, N3, P, P1, Ry, Ry}
Détermination du point P :
Soit P le point (BA,1) N (C1C2). On obtient:

. @ (VX (202 =17 = ) + V3 (a282 — b+ a* ¢ — ) )
Ty <\/X+\/§b2> (% — a2b2 + b4 — a2 — b2 2 + cb)
B (VX (—a®+20% = ) + V3 (at = a2 0P + 204 - 202 — 12 2 - o))
2 (VA+VBE) (0t = a2 + b4 — a2 — 12> + )
—c? (\/X (a®+0*—2c%) +V/3 (a4+b4—a2c2—b202)>
2 (VA+VBI2) (a' = a2 + b} — a2 — 12 + o)

)

Dessin = Dessin U {Pz} = {A 44,)1 s APQ, B, C‘, Cl s CQ, 03, I(, K , [(2, [(3, L, Ll, ﬂ[l, J[Z J[j
Ny, Na, N3, P, P, P>, Ry, Ry}

Détermination du point P :

Soit P, le point (BApz) N (C1C32). On obtient

a? (\/X (2@2—192 —62) +3 (— (aQbQ) —|—b4—a202+c4)>

= 2(\/X—\/§b2) (a* —a?b2 + b —a?2c? —b2c? + ) 7
—b? (\/X (a2—262+02)+\/§ (a4—a2b2+2b4—2a202—b262+c4))
2(\/X—\/§b2)(a4—a2b2-|—b4—a202—6202+c4) 7
-2 (\/X (a2—|—b2—202) +3 (—a4—b4+a202+b2c2))
2 (\/X—\/glﬁ) (a* —a?b? +b* —a?c? — b2 c? + )
On a alors:
PP — —3a20?(a—¢)* (a—b—c) (a+b—c) A (a+¢)? (a—b+¢) (a+b+c)

2 2
<\/X—\/362) <\/X+ \/362> (a* —a?b2+b* —a?2c? — b2 + )

Dessin = Dessin U {(21 } = {A, Apl , APQ, B,C,C1,Cy,Cs, K, Ky, Ko, K3, L, Ly, My, M5, Ms3,
Ny, No, N3, P, P, P>,Q1, R1, Ro}
Détermination du point Q1 :
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Soit @1 le point (CA,1) N (C1C2). On obtient:
aQ(ﬁ (2a2—b2—c2)+\/§ (a2b2—b4+a2c2—c4))
Qi =A :
2 (\ﬂ+\/§c2> (a* —a?b? +b* —a?c? — b2 2 + )
b? (ﬁ (—a®+20* — ) + V3 (—a' + a*b* + b? 2 —04)>
2 <ﬁ+\/302> (a* —a?b? +b* —a?c? — b2 c? + *)
2 (\ﬁ (—a2—b2—|—202) +3 (a4—2a2b2+b4—a202—b2c2+2c4))

2 (\f/\+\/§c2> (a* —a? b2 +b* —a?c? — b2 c? + ¢*)

I

}

Dessin = Dessin U{Q2} = {4, Ap1, Ay, B,C,C1,Co,Cs, K, K1, Ko, K3, L, L1, My, My, M3,
Ny, No, N3, P, P, P5,Q1,Q2, Ry, R}

Détermination du point @5 :

Soit Q2 le point (C'Ay2) N (C1C3). On obtient:

@ (VX (262 =12 = &) + V3 (= (@8) + b= a2 + o))
2 (VA= VB@) (a' = a2 + b} a2 — 12 + o)
B (VX (—a®+20% = ) + V3 (at = a2 0 — B2 + ) )
2 (VA= VB@) (a' = a2 + b} —a?? — 12 + o)

—c? <ﬁ (a2—|—b2—202) +3 (a4—2a2b2+b4—a202—6202—1—204))

Q2 = {

)

}
2 (\F)\— \/302) (a* — a2 +b* —a?c? -2+ )
On a alors:
0102 —3a2(a—b)2*(a+b)? (a—b—c) (a+b—c) A (a—b+c) (a+b+c)
1o = 2 2
(ﬁ— \/§C2> (\A—i- \/§c2> (a* —a?b?2+ bt —a?c? —b2c2+ )
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CHAPITRE

23

Théoréemes de Varignon et Wittenbauer

23 Théoremes de Varignon et Wittenbauer

23.1 Théoremes de Varignon et Wittenbauer

Exercice 23.1.1

Soient ABC'D un quadrilatére et k un réel fité. On place sur chaque coté du quadrilatére deux points,
Dun deuz est le barycentre des 2 sommets définissant le coté mentionné, affectés des coefficients {k,1—k},
Pautre est le barycentre de ces mémes sommets affectés des coefficients {1 — k,k}. On définit ainsi 8
points A1, Ay € (AB), B1,By € (BC), C1,Cy € (CD), D1,Dy € (DA). En joignant les couples de
droites issues de ces points, on définit M le point (Do A1)N(A2By), N le point (A2 B1)N(B2Ch), P le point
(B2C1) N (C2Dy), Q le point (C2D1) N (D2Ar). Montrer que la figure M N PQ est un parallélogramme.

Les théoremes de Varignon et Wittenbauer correspondent & k = 4 et k =

1
2 3

Solution:

Le repere barycentrique choisi est A, B, C.

Soient x,y € Ret D = {x,y,1 —z —y}.

Dessin = {rlthzB Bl, BQ, C. C’Vl, OQ.D.DL. Dz}
Les points composés sont Ay, As, B1, By, Cy,Co, D1, Ds.
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On a les équations vectorielles

0 = 4B (1—k) + AAk
0 = AA(1-k)+ ABk
— —_— —_—

0 = BiC (1—k)+BlBk‘
—

0 = ByB (1—k)+BQCk
N

0 = CiD(1—k)+ CiCk
— —

0 = Cy)C (1—]€)—|—0ng
— —_—

0 = DA (1—]{7)+D1Dl{7
— —_— —_—

0 = DoD (1—k)+ Dok

et, par découpages automatiques et résolution de systeme linéaire, on déduit les coordonnées barycen-
triques des points composés:

Ay = {k,1—k,0}

Ay = {1 —k,k,0}

By = {0,k,1 -k}

By = {0,1 -k, k}

G, ={1-k)z,Q1-kyl—zxz+ke—y+ky}
Cy = {kz,ky,1 —kx—ky}
Dy ={1-k+kxky, —k(-1+z+y)}
Dy ={k+z—kx,(1—-k)y,(-1+k) (-1+z+y)}

Dessin = Dessin U{M} = {A, A1, A2, B, By, B2,C,C1,Cs, D, Dy, Dy, M}
Détermination du point M :

Soit M le point (D2 A1) N (A2B1). Le point M est composé.

Comme M € (D3A;), on a, en choisissant les inconnues v

—

OM = (1 — Vl) OA1 + 11 ODy

On déduit:
- — — O—>

OM =a(1) OA+a(2) OB+ a(3)

avec
a(ly=k4+wviz—kunx

a2)=(1-k) (1 -v1+11y)
a3) = (<14 k) v1 (—1+ 2+ )

Comme M € (A2Bj), on a, en choisissant les inconnues 1

— — —
OM = 1 OA; + (1 — ,ul) 0B,
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On déduit:

— — —

—
OM =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
b(1) = (1 —Fk) m
b(2) =k
b3) = (=1+k) (=14 m)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

r—k(-14+2z+y) 1-2k

M= Can Civy T E R (4w

On déduit que:
k—x+2kx+ky L C(142k) (1+az+y)

-1+4+y -1+4+y
Dessin = Dessin U{N} ={A, Ay, A2, B, B1,B2,C,C1,Co,D, Dy, Dy, M, N}
Détermination du point N :

Soit N le point (A3B1) N (B2Cq). Le point N est composé.

Comme N € (A2Bj), on a, en choisissant les inconnues v

M = {—

}

s =

ON:V10A2+(1—V1) O—B{

On déduit:

— —

ON = ¢(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

avec

c(l)=(1-k)ny
c(2) =k
c(3)=(-14k) (-14w)

Comme N € (B2C1), on a, en choisissant les inconnues 1
— — —
ON = u; OBy + (1 — ,ul) oCy

On déduit:

—

— — —
ON = d(1) OA +d(2) OB + d(3) OC

d(1) = (=1+k) (-1 + ) x

d(2) = (=14 k) (—p1 —y + pa y)
dB)=1-z+ke—y+ky+m (-1+k+z—ka+y—ky)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

. xr—2kx B k—y+ky
G TN e e N G RN R G )
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On déduit que:

(—1+2k) x i _1—]{:—J:+2k3:—y+ky}
14y 7 —1+4y

Dessin = Dessin U{P} = {4, A1, A2, B, By, B2, C,C1,Ca, D, Dy, Dy, M, N, P}

Détermination du point P :

Soit P le point (B2C7) N (CaD1). Le point P est composé.

Comme P € (B2CY), on a, en choisissant les inconnues v

N = {

— — —
OP =v1 OBy + (1 — Ul) oCq

On déduit:
— — — —
O

OP =¢(1) OA+¢€(2) OB +¢(3)

avec

e()=(—-14k) (-1+w1n)x
e(2) =(-1+k) (- —y+wry)
eB)=1-ac+ke—y+ky+uv (-1+k+z—-kax+y—ky)

Comme P € (C3D1), on a, en choisissant les inconnues jq
— — —_—
OP = OCQ+(1_/,61) OD,

On déduit:

— —

OP = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC

avec
fH=1-k—m+ku+kz

f(2)=ky
fB)=k+p —kp —kz—ky

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne

4oty —k(-1+22+y) b y—2ky
= (—1+k) (I—y) YT T Y kty—ky
On déduit que:
r(1—-k—ky l—z4+kr—y—ky+kay+ky?
P ={ ( ),ky, }

1—y 1—y

Dessin = Dessin U{Q} = {4, A1, A2, B, By, B2,C,C1,Cy, D, Dy, Dy, M, N, P,Q}
Détermination du point @ :

Soit @ le point (CeD1) N (D2A;). Le point @ est composé.

Comme @ € (C3D1), on a, en choisissant les inconnues v

— — —
0Q =v1 OCy + (1 — 1/1) 0D,

On déduit:

— —

0Q = g(1) OA + g(2) OB +¢(3) O
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avec
g)=1—-k—wvi+kvi+kz

9(2) = ky
9g3)=k+uvi—kvi—kx—ky
Comme @ € (D2A;), on a, en choisissant les inconnues

—

0Q = (1 — 1) OA; + 1 OD;

On déduit:

avec
h)=k+pmpmx—kmez

h(2) =0 —Fk) 1=+ my)
h(3) = (=14k) 1 (-1+z+y)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;1 donne

(=1+2k) (-1+z+y) 1+ k+ky
(—1+k) (—1+y) =0k (-11y)

vy =

On déduit que:

k+x—ke—ky—kxy ky (-1+z+y) (-1+k+ky)

Q@ =A 1=y 1=y

}

—
Calculons le vecteur M N. On a:

avec

—
Calculons le vecteur QP. On a:

avec
i) =~k j2)=0 j3) =k
On a ainsi
— —
MN = Q

La distance M N? est égale &
MN? = AC?K?* = b*k?

La distance NP? est égale a

NP? = ~AB*K?*z (—1+9y) + AC? K’z (1 +a+y) + BO?k? (-1 +vy) (-1 +z+y)
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soit
NP? = k2 (a2—aQw—b2x+c2$+b2w2—2a2y+a2a:y+b2xy—czxy+a2y2)

La distance BD? est égale &

BD? = —AB*z (—1+y)+ AC*z (1 +x+y)+ BC? (-1 +y) (-1 +z+y)
soit

BD?> = d®>—d?2 b+ a+b22® —2d°y+adPzy+bPzy—zy+ay?
2). Autres parallélogrammes.

—_—
Calculons le vecteur B1Cy. On a:

— —

B1Cs = o(1) OA+0(2) OB +0(3) O
avec o) — s
0(2) =k (—-1+y)
o3) =k (1—z—y)

—_—
Calculons le vecteur A3Dq. On a:

—

—_— — —
A2D1 = p(l) A +p(2) OB —|—p(3) ocC

p(1)=kx
p(2) =k (=1+y)
pB)=k(1-z-y)
On a ainsi

B1Cy = ADy

—_—
Calculons le vecteur A1B3. On a:
—_— — —
A1B2 = q(l) OA+q(2) OB + q(3) ocC

q1)=-k q2)=0 q¢@B)=k

Calculons le vecteur DyCy. On a:
D>Cy = r(1) OA +r(2) OB +r(3) OC

avec

On a ainsi

A1By = DyCy

3). Dessin = Dessin U{M;} = {A, A1, As, B, By, By, C,C1,Cs, D, Dy, Dy, M1}
Détermination du point M :
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Soit M le point (D1 A3) N (A1 Bs). Le point M; est composé.
Comme M; € (D1 As2), on a, en choisissant les inconnues v

—

OM, = (1 — 1/1) OAs +11 ODy

On déduit:

e — —

OM; = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
a(ly=1-k+kuviz

a2)=k (1 —-—vi+11y)
a3)=kvi (1—z—y)

Comme M; € (A1Bs), on a, en choisissant les inconnues pq

OM; = p1 OA1 + (1 — p1) OB2

On déduit:
—_— — — —
OM; =b(1) OA+b(2) OB+ b(3) OC
avec
b(l) = k,u1
b(2)=1—-k

b(3) =k (1 — )

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

1tz +y—k(-1+22+y) 1-2k
= k(—1+y) k(—1+y)

v =

On déduit que:

l—k—z+2kz—y+ky - (=1+2k) (-1+z+y)

M, —
! { 1—y -1+y

}
Dessin = Dessin U {A\vl } = {A Al. 442. B, Bl, Bg. C, Cvl s Cyz. D, D]. DQ, A\[l s :\vl }
Détermination du point Ny :

Soit Nj le point (A1 B2) N (B1C32). Le point N est composé.

Comme Nj € (A1Bs2), on a, en choisissant les inconnues v

e

— —
ONy =v; OA; + (1 — 1/1) OB,

On déduit: . . . .
ON; = ¢(1) OA+¢(2) OB+ ¢(3) OC
avec
0(1) =k 141
c(2)=1-k
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0(3) =k (1 — Vl)

Comme N; € (B1C2), on a, en choisissant les inconnues pq
- — —_—
ONy = OBl—l-(l—;Ll) 0OCy

On déduit:

— —

ON; = d(1) OA + d(2) OB + d(3) OC

avec

dl)=k(1—p) =
d2)=(k (m+y—my)
dB3)=1—km —kx+kmr—ky+kmy

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;11 donne

o r—2kx  —l+k+ky
TRy T R (1)
On déduit que:
1-2 —k — 2
le{( k)$,1—k‘, k—x+ kx—l—ky}
14y 14y

Dessin = Dessin U {Pl} — {rl 447]7, Ag, B, BJ 3 BQ. C, (Y| (,'2, D, D[ DZ J[]V. A‘NJJ Pl}
Détermination du point P :

Soit P; le point (B1C2) N (C1D3). Le point P; est composé.

Comme P; € (B1C3), on a, en choisissant les inconnues v

_—

—
OP, =11 OBy + (1 — 1/1) 00,

On déduit:

— —

— —
OP; =e(l) OA+e(2) OB+¢(3) OC

e(l)=k(1—1)x

e(2)=k(mn+y-ny)
eB)=1—kvy—kx+knne—ky+kunny
Comme P; € (C1D3), on a, en choisissant les inconnues g1
O—P{:MI O—C{—i—(l—m) O—D;

On déduit:

— —

OP; = f(1) OA + f(2) OB + f(3) OC

avec
f)y=k—km+z—kz

f2)=0-k)y
fB)=1—-k+kpm—x+kz—y+ky
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 41 donne

r—k(-14+2x+7y) y—2ky
= V= 5—F—
k—Fky k—ky
On déduit que:
z(k—y+Ek 1 +kr+2y—ky—azy+kay—y>+ky?
Plz{( y y)’(l_k)y’ y—ky—=zy yoy kY,

1—y -1+y

Dessin = Dessin U{Q1} = {4, A1, A3, B, By, B2,C,C1,Co, D, Dy, Dy, My, N1, P1,Q1}
Détermination du point Q1 :

Soit Q1 le point (C1D2) N (D1 Asg). Le point @1 est composé.

Comme @Q; € (C1D3), on a, en choisissant les inconnues vy

—
0Q1=v1 OC1 + (1 — 1/1) ODs

On déduit:

— —

0Q1 = g(1) OA + g(2) OB + g(3) OC

avec

gl)=k—kvy+x—kx
92)=Q1—-k)y
9gB3)=1—-k+kvn—ax+kr—y+ky
Comme @1 € (D1A3), on a, en choisissant les inconnues

—

0Q1 = (1 — 1) OA; + 1 OD;

On déduit:

— — — —

0Q1 = h(1) OA + h(2) OB + h(3) OC

avec
h(l)=1—k+kmz

h(2) =k (1 —pm+my)
h(3) =kp (1 -2 —y)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne

(—1+2k) (-1+z+y) _k—y+ky
k(—1+y) M= Ty

V1T =

On déduit que:

l—k+kz—y+ky—zy+kzy
I-y

(-1+z+y) (k—y+ky)

Q1 = { 14y

(1—k)y,

}

—
Calculons le vecteur M;N7. On a:

—_— —
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avec

i()=—1+k i2)=0 i(3)=1—k

P —
Calculons le vecteur @Q1P;. On a:

QP = j(1) OA+j(2) OB + j(3) OC

avec
j(l)y=—-1+k j(2)=0 j8)=1—-k

On a ainsi

MiNy = 1P
On a alors

MiN? =b? (-1 +k)?
et
N P? = (—14—]{)2 (a2 —ad’z—Vr+r+b2a? —2a2y+a2xy+b2:1:y—czmy+a2y2)
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CHAPITRE

24

Cercles de Brocard

24 Cercles de Brocard

24.1 Cercles de Brocard

Exercice 24.1.1
Soient ABC' un triangle, ki, ks, ks des réels,

M, € (AB) barycentre de {(A,k1),(B,1—k1)}
My € (BC) barycentre de {(B, k2),(C,1 —ka2)}
Ms € (CA) barycentre de {(C,k3), (A, 1 —k3)}

On désigne par

"4 le cercle passant par les points A, My, Ms
I'p le cercle passant par les points B, My, Mo
Lo le cercle passant par les points C, Ms, Mo

1. Montrer que les cercles I' 4,1T'g,I'c passent par un méme point M dont on précisera les coordonnées
barycentriques. Préciser les rayons et les centres de ces cercles.

2. Préciser les centres Ja, Jp, Jo et les rayons des cercles I'4,I'p,U'c. Déterminer les coordonnées
barycentriques du centre J du cercle circonscrit au triangle Ja, Jp, Jo et le rayon de ce cercle.

Solution:
Soit M = {z,y,1 — = — y} un point quelconque. La condition M € I'4 se traduit par ’équation

0=1[(~1+4k) k] (*2* + 2 (20" + b ks + a’y + by — P )
+ (0 =P ks+ —a’y -y + Fkiy+ b ksy +a*y®))
et M € I'g se traduit par
0=—[ki (~14+k)] (—0*2*+2 (b’ =+ Pk +a’ ks —a’y —b*y+?y)
+ (—a’ka+ @’y +a*kay —a®y?))
En supprimant les termes entre crochets, on déduit par addition des deux équations

b —a’ky — VP ks + (=0 — P+ ki +a’ ke + b7 k3) o4 (=02 + ki +aP ke + b2 ks) y=0

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 377



Chapitre 24 Cercles de Brocard La géométrie euclidienne par I'informatique I

donc
—b% + a® ko + b? k3 (b —?ky —a’ kg — b k3) y
-2+ ki +a’ky+02ky 02—+ ki +a’ky+ 0% k3

En substituant la valeur de = dans 'une des équations, on détermine y et on obtient:

€Tr =

M = {a® (b* —a®ky — V% ko + k1 ko + a® ko® — b* kg + b2 ko k)
b? (* —c?ky — b2 kg — ® kg + ¢ k1 ks + a® ko ks + b k3?)
A (a* —a’k1 — Pk + Pk —a® ko +a® ki ko + b7 k1 k3) }

les coefficients étant normalisés en les divisant par
PP+’ P+ —d’Pk -0k —c4l<:1 —|—c4k12 —a4k2 —a? % ky — a® P ks
+2a’ ki ky + a* ko® — a? b7 ks — b k3 — b2 P kg + 267 ¢ k1 ks + 2a® b7 ko kg + b* ks
La condition M € I'¢ se traduit par I’équation
0="Fky (—1+k3) (fb2x2+a2k‘2yfa2y2+x (b2 — b2 ks fa2yfb2y+02y))

On vérifie, par calcul effectué a lordinateur (ou directement en soustrayant cette formule a l'une des
équations de départ), que les coordonnées de M vérifient cette formule. Les trois cercles I'y,I'g,T'c se
coupent donc en M.

2). Les coordonnées du centre J4 de I'4 sont

a* =282 4+ — a2 PR —ad?Pk ARk A+ a? b ks — bk + b2 ks
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b2 (—202+202k1—a2k3+b2k3+02k3)
(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
2 (—a2+b2+02—|—a2k1—b2k1—02k1—2bzk3)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Ja=A

)

}
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et
b2c? (2 —2cki+ ki +a’ky — b2 ks — 2 ks — a® k1 kg + b2 ki kg + ¢ kg ks + b k3?)
(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

AJS =

Les coordonnées du centre Jg de I'g sont

2 (—a2+b2—02+202k1+a2k‘2—b2k2+02k2)

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

—P b —a2R 202+ A+ a2k PRk =tk atky —a?bP ke — a2tk
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

c2 (—2a2+a2k‘1—b2k1+62k‘1+2a2k2)

(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

a
Jp=A{

)

I

et
a?c? (a® —a? k1 + 0% k1 — k1 + P ki® — 2a ko + a? k1 ko — b2 by ko + 2 k1 ko + a® ko)
(—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

BJ} =

Les coordonnées du centre Jo de I'¢c sont
Jo =1 a® (—2b2+a2k2+b2k2—02k2+2b2k3)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
b2 (—a2—b2+02+2a2k2+a2k3+b2k3—c2k3)
(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
at —a?? —2a2 -V AR+t —atke+a?bPka+a? P ko —a? b ks + b ks — b2 P ks
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)

)

}

et
a?b? (0% —a%ky — b ko + P ko + a® ko? — 2% kg + a® ko ks + b% ko ks — c2 ko kg + b2 ks?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

CJE =

Le centre J du cercle circonscrit au triangle Jga, Jp, Jo a pour coordonnées

a? (a2—2b2—02k1+b2k2—02k2+b2k3)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
b2 (b2—202—|—02k1—a2k2—a2k‘3+62k‘3)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c)(a+b+c)
2 (—2a2—|—c2—|—a2k1—b2k1+a2k2—b2k3)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

7 =1

et
a2 b? 2

(a—b—c)?(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)?
(a2b2+a202—|—b202—a202k1—b2c2k1—c4k:1+c4k‘12
—atky —a® ke —a® P ke +2a%> P ki ko + at ko

— a0 ks — b k3 — 0P PR3+ 207 Pk k3 + 202 b ko k3 + b1 E3?)

JJ3 =
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24.2 Points de Brocard

Exercice 24.2.1 Définition
On poursuit I’énoncé de l'exercice précédent.
On suppose que les réels k1, ko, k3 tendent vers 0.

1. Montrer que les cercles I' 4,I'p,I'c ont des positions limite I' 40,1’ o,I'co que l'on précisera. En
déduire que le point M commun a ces trois cercles admet une position limite By dont on précisera
les coordonnées barycentriques (By est un point de Brocard).

2. Préciser les centres Jao, Jpo, Joo et les rayons des cercles I'4.0,I' o, I'cpo.
3. Déterminer le centre Jy et le rayon du cercle circonscrit au triangle Ja o, JBo, Jc,o-
On suppose que les réels ki, ko, k3 tendent vers 1.

1. Montrer que les cercles I'4,1I'p,I'c ont des positions limite I' 4 1,1'p1,I'c;1 que lon précisera. En
déduire que le point M commun a ces trois cercles admet une position limite By dont on précisera
les coordonnées barycentriques (By est un point de Brocard).

2. Préciser les centres Ja1, Jp1, Jo et les rayons des cercles I'41,I'p 1, 1.
3. Déterminer le centre Jy et le rayon du cercle circonscrit au triangle Ja 1, JB1,Jc1.
Conclure que les cercles circonscrits auz triangles Jao, Jpo,Jco et Ja1,JB,1, o1 ont le méme rayon.
1. Montrer que les droites (JoJ1) et (BoB1) sont paralléles.
2. Montrer que By et B1 sont conjugués isogonauz relativement au triangle ABC..

3. Montrer que le milieu du segment [JoJ1] est le centre K du cercle circonscrit au triangle ABC.

Solution:

Lorsque k — 0, on a schématiquement M; — B, My — C, M3 — A donc {4, M1, M3} — {A, B, A}. Le
cercle I'4 a pour position limite lorsque k — 0, le cercle passant par les points A et B et réalisant un
contact double au point A: ce cercle est donc tangente en A a la droite (AC et passe par B. De méme,
lorsque k — 0, I'p a pour position limite le cercle tangent en B & la droite (AB) et passe par C et I'c a
pour position limite le cercle tangent en C' a la droite (BC) et passe par A.

Lorsque k£ — 0, le point M de la section précédente devient le premier point de Brocard

a?b? b2 2 a?c?

a?b?4+a2c24+02c2" a?b? +a?c2+b%2c2" a?b? + a?c? + b2

BOZ{ CQ}
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2). Avec des notations naturelles, les coordonnées du centre J4 o de I'4 o sont

a* —2a?b? + bt —a?c? - b2 P
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
—2b% 2
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)’
c? (a2 —b? —02)

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

Jao=1{

et

2 4
AJ3, = e
’ (a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
Les coordonnées du centre Jp o de I'g g sont

a? (a2 —b2+02)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
a?b? — bt +a? P4+ 202 % — ¢t
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
—2a%¢?
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}

JBo =1

et

a*c?
BJ%OZ
’ (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
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Les coordonnées du centre Jo g de I'c g sont
—2a? b?
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)’
b2 ((zz—i-b2 —02)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c)(a+b+c)
at—a?b? —2a°E -+ A
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—l—b—l—c)}

Joo =1

et
a’ bt
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Le centre Jy du cercle circonscrit au triangle J4 0, JB,0, Jo,0 @ pour coordonnées

CJ(%,O -

Jo = a® (a* —25°)
C P s P s P SRS P
v (b? —2c?)

(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
c? (2a2—c2)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

et
, a2 b2 2 (a2 b2 4 a2 2 + b2 02)
JoJao = 2 2 2 2
Vo (a=b—c¢)(at+b—0c)(a—b+c)"(a+b+c)
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Lorsque k — 1,

a2 a2 b2 b2 (2
a2b2+a202+b202’a2b2+a202+6202’a262+a262+6202}
3). Avec des notations naturelles, les coordonnées du centre J4 ; de I'4 ; sont

at —a’?b? —2a’ 2 -2+
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

b (—a® +b* + )
(—a+b—=c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)’
—2b% ¢?

(—a+b—c) (a+b—c) (—a+b+c) (a—i—b—i—c)}

By ={

Ja1=A

et
bt 2

(a—b+c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du centre Jp 1 de I'p 1 sont

AJG, =

—2a%c?
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
at —2a?b* +b* —a?c? - b2
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
c? (a2 —b2—|—02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)}

Jp1=A{

et
2 4

BJ%lz ac
’ (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du centre Jo 1 de I'c 1 sont

a? (a2+b2—02)
Joq ={ ;
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
—2a?b?
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
a?b? — bt +a?c? 42022 - ¢t
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

}

et 412

CJE, = @b

’ (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Le centre J; du cercle circonscrit au triangle J4 1, Jp 1, Jo,1 a pour coordonnées
a® (a2—2c2)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

B (~20% + 1)

(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
c? (2b2—02)

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—f—b—f—c)}

J=1
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et
a2 b2 2 (a2 b2 + a2 2 + b2 02)
(a—b—c)*(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)?
On a donc Jy = J; et les rayons des cercles étant identiques, les centres Ja,JB o, Jc0,Ja,1,JIB1, Jo1
sont sur un méme cercle.
Rappelons que lisogonal du point { X7, X9, X3} est le point
{ a2 XQ X3 b2X1 X3 C2 X1 X2 }
C2X1X2 —i—bQXng —|—a2X2X3’ C2X1X2 —|—b2X1X3 +a2X2X3’ C2X1X2 —|—b2X1X3 —I—a2X2X3

L’isogonal de Jy est alors le point

JiJi, =

(b2—2c2) (20,2—02)
2a* —3a2b2 +2b* —3a%2c2 —3b2c2 4+ 24
(a2—2b2) (2@2—02)
2a% —3a2b24+2b4 —3a2c2 —3b2c2 +2cY
(a? —20%) (=b*+2¢%)
2a4—3a2b2+2b4—3a202—36202—!—264}

L’isogonal de J; est alors le point

Jo =1

. (2a* — %) (—2b% + )
i :{2a4—3a262—|—2b4—3a202—362024-204’
(a®> —2¢%) (20* - 2)
2a* —3a2b2+204 —3a2c2 -3b%2c2+2cY
(2a? = b?) (a® —2¢2)
2a4—3a2b2+264—3a202—3b262+264}

L’isogonal de B; est le point
{ a2 b? b2 2 a2 c?
a?b? +a2c24+b%2c2"a?2b2+a2c2+b2c2’ a2b? + a?c? + b2

02}

c’est donc By.
—
Le vecteur JyJi a pour description
2a%2 (b—c) (b+c) oA
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
—2b? (a—c) (a+c)

(—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
N 2 (a—1b) (a+0b)c? o0

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)

—_—
JoJ1 =

+

e
Le vecteur BygB; a pour description
m _ a? (=b+c) (b+c) oA
202+ a2 + b2 2
v (a—c) (a+c)
a?b? + a? 2 + b2 2
(a—b) (a+b)
a?b? + a? 2 + b2 2

—
+ OB

—
ocC
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On a donc
-2 (a2 b2 + a? 2 4+ b2 02)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Les coordonnées du milieu de [Jy.J1] s’obtiennent comme demi-somme des coordonnées de Jy et de Jq, soit

a? (a2—b2 —02)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)’
b? (—a® +b* — ?)
(—a+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
? (a* +b* - ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a—I—b—i—c)}

—_— —_—
JoJ1 = ByB

{

On reconnait ici les coordonnées de K, centre du cercle circonscrit & ABC.

Exercice 24.2.2 calcul de distances
Soit K le centre du cercle circonscrit au triangle ABC'.

1. Evaluer les distances BoA?, BoB?, ByC? et B1A?, B1B?, B1C?.
2. Montrer que BoK? = B1K?, comparer avec JoK?.

3. Montrer que les points Jy, J1, Bo, B1 sont sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Solution:
Les distances ByA?, ByB?, BoC? sont successivement
b2 ¢t at*c? a’ b

a?b? + a?c? 4 b2 2 a2 b2 + a?c? + b2 2 a?b? +a?c? 4 b2 2

Les distances By A2, B1B?, B;C? sont successivement

bt ? a?ct a*v?

a?b? +a?c? 4 b2 2 a2 b2 + a?c? + b2 2 a?b? +a?c? 4 b2 2

On obtient
a?b? (a4 — a2+t — a2 — 2P +C4)

BoK? =
0 (—at+btc) (atb—c)(a—btec) (atbtc) (@b2+a2c+b2c2)

avec un résultat identique pour B;K?2. On a

a?b? 2 (a4—a2b2+b4—a202—b262+c4)

(a—b—c)?(a+b—c)?(a—b+c)(a+b+c)?

JoK? =

donc
a?b? +a?c? + b2 c? 9

JoK? = BoK
0 (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) 0
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Un point M = {z,y,1 —x — y} appartient au cercle passant par By, By, Jy si et seulement si
0=a®t® —a*b* +a?1° —2a* V2 —2a°0* ? —2a°? z + 2a* Vi — Bz +3a* V2 P
+6a?b P25 —a’ Pt a4+ a? —atbr2? —a? 00 2 + 08 2% — ot b2 P 2
—6a2b* P2 -0 PPt vt 40 P — By +2at bty — 24200y
+2a°y+6at’y+3aPvrly—d?vPty+dlry—2a*ttry+ 8y —2a°luay
—6a*? Py —6a2b*Pry—208Czy+4a’Ptry+2a2Sry+200Sry—Say
Tty — a0 — a2 a0 — a2y — 6t 2Py — a2 R —at ety — a2 b2ty 4 a? By
Par calculs, on obtient que J; appartient a ce cercle. Le centre I de cercle est le point
a® (a8—3a6b2+2a4b4—3a602—2a4b202+5a26402—b662+2a4c4+5a2b204+4b4c4—b206)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)?(a+b+c)? (a2 + b2+ c2) ’
b? (2a4b4—3a2b6+b8—a662+5a4b202—2a2b402—36662—|—4a4c4+5a2b264—|—2b4c4—a266)
(—a+b—c)P(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)? (a2 + 02+ ¢2) ’
c? (—a6b2+4a4b4—a2b6+5a4b202+5a2b402+2a4c4—2a262c4+2b4c4—3a206—36206+08)
(a—b—cP(a+b—c)(@a—b+c)(a+b+c) (a2 402+ c2)

1=

et la distance [ Bg a pour valeur

a? b? 2 (a2b2+a202+b262) (a4—a2b2+b4—a202—b202—|—c4) (2a4—5a2b2+2b4—5a202—5b202+2c4)
(a—b—c)P(@+b—c)P(a—b+c)(a+b+c) (a2 + b2+ 2)?
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CHAPITRE

25

Le tétraedre

25 Le tétraedre

25.1 Expression de la distance entre deux points de ’espace
Soient ABCD un tétredre, M, My des points de ’espace de coordonnées barycentriques

}

x Y z t
r+ytz+t syttt ctytz+t oty+z+t

M= {

M= { z1 n 21 131 }
rityitatt ity tatt oty tatt oty tath

dans le repere barycentrique {A, B,C, D}.

Alors, la distance M M? a pour valeur

AB? (tix—tor+azy—xiy+azzr—x12) (s — oy +tyr —tiy+yiz —yz1)
(z+y+z+t)* (@1 +y+21+1)°
AC? (xzy —mz+tix—txi+ay —my) (21 —212+t2 —t1z+yz —y12)
(z+y+z+t) (@ +y+2+t)
+AD2 (trx—txy+tiy—tyr+tiz—tz) (xy1 —xvy+tix—ter+xz21 — a1 2)
(z+y+z+t)?(x1+y+21+t1)°
BC? (zyy —my+ty —tiy+yz—ya) z—ya+tiz—tz +a12—x2)
(z+y+z+t) (@1 4+y +2+t)°
+BD2 (try—tyn+tizc—tzy+t1z—tz) (hy—tyn+r1y—zy1+yz1 —y12)
(z+y+z+t) (@1 +y+21+1)°
+C’D2 (tiz—tz1+tix—toy+try—ty) (hz—tz1+x12—221+y12—9y21)
(z+y+z+t)2 (@1 +y+21+t1)°

MM? =

_l’_

_l’_

Ceci résulte de notre formule générale de la distance entre deux points d’'un méme espace de dimension
n, avec n = 3 ici.

25.2 Un exemple
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Exercice 25.2.1
Soit ABCD un tétraédre et [MyMy), [MaMs], [M3Mg] les segments joignant les milieux des couples
d’arétes opposées. Montrer que

di® + dp® + d3® + dy® + ds* + d6”
MM} + MyM2 + MyMZ =2 T3 T4 775 770

4

Solution:

Dessin = {A, B,C, D, My, My, M3, My, M5, Mg}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C, D.

Les points composés sont M7, Mo, M3, Mg, M5, My.

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

M, = {%,%,0,0}
M, = {%,o,;,o}
My = {%,o,o,%}
My = {0,0,%,%}
Ms = {0,%,0,%}
My = {0,%,%,0}

La distance Mj MZ est égale &

_ -AB? AC® AD?  BC?  BD? CD? _ —di’+dy’+dg’ +di? + ds” — de”
4 4 4 4 4 4 4

La distance M3M62 est égale a

AB® AC® AD®* BC*  BD? CD? d\’+dy’ —dg® —di® +ds® + di”

2 _
MaMg = — =+ = 4 r Tt 4
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La distance M2M52 est égale a

AB?2  AC? AD? BC? BD? (CD? di?—ds?+ds? + dy? — ds? + dg?
MQME? = — + + _ + _4 2" +d3” +dy 5° + dg
4 4 4 4 4 4 4

On a ainsi
d12 + d22 + d32 + d42 + d52 + d62

My M3 + My M2 + M3MZ = I

25.3 Distance d’un point a un plan

Exercice 25.3.1
Soit ABCD wun tétraédre et M un point de coordonnées {x,y, z,t}.

1. Déterminer la projection My de M sur le plan ABC et la distance MM?, en fonction des longueurs
des différents cotés du tétraedre et de x,y, z,t.

2. En prenant M = D, déterminer le volume V' du tétraédre en fonction des longueurs des différents
cotés.
3. En déduire que
0 1 1 1 1
1 0 di? do?® d3?
288V2=11 di> 0 ds° ds°
1 do? dy? 0 dg?
1 ds? ds? dg> O
(formule de Cayley-Menger)

4. En déduire que les coordonnées barycentriques d’un point M intérieur au tétraedre sont aussi

Veepm Vacom VaBpm Vapom
b) )
Vapep " Vasep  Vasep Vaseb

Solution:
1). Soit P = {k1, k2,1 — k1 — ko,0} un point quelconque du plan ABC et My = {z1,y1, 21,0} la projection

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 389



Chapitre 25 Le tétraédre La géométrie euclidienne par I'informatique I

cherchée. La distance M P? a pour valeur

d3?t (kit—ax+kix+kiy+kiz)  ds’t (kat +hox —y+koy+koz)
(t+z+y+2)° - (t+z+y+2)>
di? (kit—x+kio+kiy+kz) (kat+kex—y+koy+ko2)
(t+z+y+2)?
Cde’t (—tt kit ket —r+hirthkr—y+thiyt+kytkizthz)
(t+z+y+2)?

+d22 (kit—x+kix+ky+kiz) (—t+kit+kt—c+kictke—y+kiy+key+kiz+kez)
(t+z+y+2)?

+d42 (ket +kox —y+koy+ ko 2) (—t—|—k1t—|—k2t—x+2k:1w—|—k2x—y—i—kly—l—k‘Qy—l—k:lz—l—k‘zz)
(t+x+y+2)

En traduisant la nullité des dérivées partielles de M P? par rapport aux variables k; et ko, en résolvant le
systéme des 2 equations ainsi obtenues, on détermine les valeurs de k; et ko. On obtient:

b — Num(ky) _ Num(ks)
te den(ky) 2T den(k2)

avec

Num(ky) = (dy —dg —dyg) (d1 +do —dy) (dy —do+dy) (dy +do2+dy) x
— (d12 d42 + d22 d42 — 2d32 d42 — Cl44 — d12 d52 + d22 d52 + d42 d52
+ di12dg? — do? dg® + dy* dg?) t
Num(k:g) = (dl —doy — d4) (dl +dy — d4) (dl —ds + d4) (dl +do + d4) Y
— (d12do® — do* — di? ds® + do? d3® + do? dy® + d3® dy? — 2 do? di>
+ d12 d62 + d22 d62 — d42 d62) t
et den(k1) = den(kz) égal a

(dy —do —dy) (di+dg —dy) (di —da+dy) (di +da+dy) t+x+y+2)

En substituant ces valeurs dans les coordonnées barycentriques de P, on obtient I’expression de M; =

1 Y1 Z1
den’ den’ den’ 0} avec

den = (d1 —dg—d4) (d1+d2—d4) (dl—d2+d4) (d1+d2—|—d4) (t—l—ﬂc+y—|—z)
et
21 = (dy —dg — dy) (dy +do —dy) (di —da +dy) (dy +do+dy) x
+ (=d1?dy? — do® dy* + 2d3% dy® + dy* + di? ds? — do? ds? — dy® d5*—
di? dg® + do® dg® — ds? dg?) t
y1 = (d1 —dz —dy) (dy +dg —dy) (dy —da +dy) (d1 +da+ds) y
+ (=d12 do?® + do* + di? ds? — do? d3® — do? dy® — ds® dy® + 2 do? di?
—di?dg? — do? de® + dy® dg?) t
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21 = (dy — dy — dy) (dy +da — dy) (dy — do + dy) (dy + do + dy)
+ (it — di 2 do? — d1 2 ds® + do? ds® — dy 2 dy® — ds® dy® — di% di?
—dy?ds? +dy?ds? +2d%dg?) t
On note que

(di +da —dy) (di —da +dy) (—di + da +dy) (di + day + dy)

aire(A, B,C) = 06
aire(A, B, D) = (di +d3 —ds) (d1 — d3 + ds) (—dy + d3 + ds) (d1 + d3 + d5)
) Y - 16
aire(B,C, D) = (dy +ds — dg) (dg — ds + ds) (—da + ds + dg) (da + ds + dg)
) Y - 16
La distance M M? prend alors la valeur:
Cste t2

MM; = >
(di —dg —dy) (di +d2 —dy) (dy —do+dy) (di +d2 +ds) (t+7+y+2)

avec
Cste = di2 do? dy? — di? ds? dy? — do? ds? dy® + d3* dy® + ds? dy* — di? do? ds>

+dy* ds® + di? ds® ds® — dy® ds® ds® — do® da® ds® — ds® dy® d5” + dy® d5*
+ditd® — di? do? de? — di? ds? d® + do? d3® de? — d1% dy? de® — ds® dy® dg?
— di? d5* dg® — do® d5® de® + da” d5> de® + di* dg*
2). On choisit M = D, soit x =y = 2z =0, t = 1, donc M est le projeté de D sur le plan ABC. Le

volume V de la pyramide est
Base - DM,

3

et la formule précédente dans laquelle ¢ = 1, fournit explicitement la distance DM12. On obtient alors,

V:

apres simplifications:
o —Cste

9-16
3). Le calcul explicite du déterminant (membre de droite de la formule de I’énoncé) a pour valeur

(—2) Cste. 1l résulte la formule de 3).
4). Pour simplifier les calculs, nous choisissons les coordonnées barycentriques de M sous la forme

M ={z,y,2,1 —x —y — z}. Le volume du tétraedre BCDM satisfait

0 1 1 1 1
1 0 d? ds? BM?
1 d4? 0 d¢>  CM?
1 ds® dg? 0 DM?
1 BM? CcM? DM? 0

288 VAcpar =

La distance AM? est égale &
AM? = —di® (—1+2)y—do? (-1 +2) z—di®yz+ds® (—142z) (-14+z+y+2)
+d?y (—l4+z+y+z)+di’z (-l+z+y+2)

Janvier 2013 Jean-Paul Jurzak Page 391



Chapitre 25 Le tétraédre La géométrie euclidienne par I'informatique I

La distance BM? est égale &
BM? = —di?x (=1+y) —do?xz—ds? (~1+4y) 2+ d3x (~1+ax+y+2)
+ds® (“14y) (-1+z+y+2)+ds’z (—1+x+y+2)
La distance CM? est égale &
CM? = —di’zy—do’x (-1 +2)—di®y (14 2)+d3’z (-1 +z+y+2)
+ds’y (“1+z+y+2)+de® (-1+2) (~l+z+y+2)
La distance DM? est égale &
DM? = —d’zy—d?zz—dlyz+d?z (e +y+2)+ds’y (x+y+2)+ds’z (x+y+2)
En substituant ces valeurs dans le déterminant, on obtient
288 Viopn = —2 (di?do® dy® — di? ds® dy® — do® ds® dy® + d3* ds® + ds® dy* — di® do® ds”
+dy* ds® + di* ds® ds® — do® ds® ds® — dy” di® d5® — ds® dy® ds® + dy” d5”
+ditde® — di® do? dg? — di? d® d6” + do® dy? de® — i di® dg® — d3® dy® d?
— di? ds? de® — do® ds? dg® + dy? d5® dg? + dy? dg*) 2
donc
288 Vacpu = 288 22 Vigep

Il suit z = ‘(,igglg puisque z est positif. On procéde de méme avec y,z,t =1—x —y — z.

25.4 Relations entre distances et coordonnées barycentriques

Exercice 25.4.1
Soit ABCD un tétraédre, M un point de l’espace. Montrer que les coordonnées barycentriques du point
M calculées en fonction de d3, d3, d3, d3, d2, d2, AM?, BM?, CM?, DM? sont des fractions rationnelles
en ces variables.

Solution:
En posant M = {z,y,2,1 —x — y — z}, on obtient

ds® — ds* + (—di?> — d3® + d5*) o+ (di® — ds® + d5°) y + (do® — d3® — d4® + d5%) = = AM* — BM”
d3® — dg® + (—d2? — d3® + d6®) x + (di? — d3® — da® + dg®) y + (do® — ds® + d¢?) z = AM? — CM?
d32 — 2d32$ + (d12 — d32 — d52) Y+ (d22 — d32 - d62) 2= AM? — DM?

La résolution du systeme linéaire d’inconnues x,y, z fournit, en utilisant la constante K = 288 VXBCD
polynomiale en les df,

Kx = —ds?dy* + dy?dy*ds® + ds’dy*ds® — dyPds* + di’ds>de” + ds’ds’de” + di’ds’de”
+ do?d5*de® — 2ds*d5*dg?® — di’de*
+ OM? (—di?ds® + d3?dy® + di?d5® — 2do°ds® + ds?ds® + da®ds® — ds* + dide® — d3’dg® + ds*de?)
+ BM? (=dy?ds® + ds®dy® + do?d5® — dy?ds® — 2d1%dg” + da*d® + ds®dg” + dy®de® + d5*ds” — dg”)
+ AM? (dy* — 2da>ds® + d5* — 2d4°ds”® — 2d5°ds” + dg*)
+ DM? (di%ds® + do?ds® — 2d32ds® — da* — di?ds® + do?ds® + da’ds® + dide® — do’dg® + du®de?)
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Ky = dy?ds?dy® — ds*dy® — do*ds® + do?ds?ds® + di2da?de” + di2ds?de® — 2do*ds?ds?
+ dy?dy?de® + do?ds?ds® — di?dg*
+ OM? (—di?dy® + di*ds® + do’ds”® — ds* — 2d3*dy® + do®ds® + dsds” + di*ds” + ds’ds” — ds’d”)
+ AM? (—do®ds® + d3?ds® + do*ds® — ds?ds® — 2d12de® + dode® + ds?de® + da*dg® + dsde® — dg*)
+ BM? (do* — 2dy°d3? + ds* — 2dyds® — 2d3%dg® + dg*)
+ DM? (di?do? — da* — di°ds® + do?ds® + do®dy® + ds?ds® — 2do*ds? + dids + do’de® — d4®d?)
K z = di?d3*ds® — d3*ds® + di%dods® — 2d1%d3%d5” + do?d3’ds® + d3*da’ds® — do’ds?
+ OM? (di* — 2dyds® + d3* — 2d,d5* — 2d3°ds® + ds*) — di*de® + di?ds?ds” + did5>dg?
+ BM? (=di?dy”® + di%ds® + do?ds® — d3* — 2d3%ds® + do’d5? + ds?ds® + di°de® + ds*ds® — d5°dg?)
+ AM? (—di%ds® + ds?ds® + di%ds® — 2do°ds® + ds?ds® + da®ds® — ds* + dide® — d3’de® + ds*ds?)
+ DM? (—di* + di*dy® + di’ds® — do’ds” + di*ds® + ds’ds® + di?ds® + do’ds® — dy®ds® — 2d1%dg”)
et,avect=1—x —y — z,
Kt = —2d1%dy%dy? + dids’ds® + da’ds®ds® — dy?dy" + dido’ds? — dy'ds? + dy?dy*d
— di'dg? + di*do?ds” + di*da*ds?
+ OM? (=di* + di%do® + dids? — do?d3® + di?ds® + d3?ds® + di?ds® + do?ds® — da*ds® — 2d1°dg?)
+BM? (di’dy” — dp* — di*ds” + do?d3® + do®ds® + dy®dy” — 2dy°d5” + di?d” + do*ds” — di”dg”)
+ AM? (dy?dy® + do’dy® — 2ds*ds® — dy* — di?ds® + do’ds® + dy’ds” + di*de” — dp*ds” + dy*ds”)
+ DM? (di* — 2d2do? + do* — 2d1%ds? — 2d2%ds® + dy*)

25.5 Sphere circonscrite

Exercice 25.5.1
Déterminer le rayon, le centre de la sphére circonscrite a un tétraédre ABCD. Montrer qu’un point

M ={X,Y,Z,T} appartient a cette sphére si et seulement si

0 = AD?>T X + BD?>TY + AB>XY +CD?*TZ+ AC*>X Z + BC*Y Z

ou encore
0=ds’TX +ds’TY +di’ XY +d’TZ +do> X Z +d°Y Z

Solution:

Posons
1 1 1

1
0 AB?> AC? AD?
AB?> 0 BC? BD?
AC? BC? 0 (CD?
AD? BD? CD? 0
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soit
288 Vigop = —2(di% do? dy® — di? d3® dy? — do? d3? dy® + d3* dy® + d3? dy* — di? do? ds? + do* d5*
+di* ds® ds® — dy® d3® ds® — do® dy® ds® — d3® do® d5” + do® ds* + di* d® — dy* do dg”
— di? ds® de® + dy? ds® dg® — di? dy® de® — ds® ds® dg® — dy® d5” de” — dy” d5” dg® + dy” d5” de® + dy® dg*)
Equation de la sphére passant par les points A, B,C, D Le centre M = {z,y,2,1 —x —y — z} de cette
sphere doit vérifier AM? — BM? =0, AM? — CM? =0, AM? — DM? = 0, soit
d32 — d52 + (—d12 — dg2 + d52 ) T + (d12 — d32 + d52) Y+ (d22 — d32 — d42 + d52) z=0
d32 — d62 + (—d22 — d32 + d62 ) T+ (d12 — d32 — d42 + d62) Y+ (d22 — d32 + d62 ) z=0
d32 *2d32f)3+ (d12 *d32 *d52 ) Y+ (d22 *d32 *d62) z=0

La résolution de ce systéme linéaire détermine les valeurs de z,v, 2, le centre M = {z,y,2,1 —z —y — z}
de la sphere étant ainsi

Ty Y1 z1 ty )

l—gz—y—2)=
fzyzl-2-y-z} {288VjBCD’zssvaCD’288VjBCD288VjBCD

avec
w1 =(—d3? dy* + do? dy* ds® + d3* dy* ds® — do® d5* + di? dy® de® + d3* dy® de® + di d5* dg*
+ do? d5? dg® — 2d4” ds* de® — di? dg*)
y1 = (do?d3?dy® — d3* dy?® — do* ds? + do? d3® ds® + di? do? d6” + di% d3? dg? — 2 do? d3” d*
+ d3? dy? dg® + do? ds? dg? — dy? dg?)
21 = (di?ds?dg® — dstdy® + di? do? ds? — 2d12 ds? ds? + do? ds® ds? + ds® dy? ds® — dy? ds*
—di*de® + di? d3® dg® + di* d5? dg”)
t1 = (=2d1%2do? dy® + di? d3® dy® + do? ds? dy? — ds? dy* + dy? do® ds? — do* ds? + do? dy? ds?
— di* de® + di? do? dg® + d1? dy? dg?)
Le rayon au carré de cette sphere a pour valeur

—d3dy —dads +dids) (dsds —dads +dids) (—dsds+dads+didg) (dzds+ dads+ dide)

R _ (
(—2)288Vigop

On notera que le numérateur a pour valeur

0 AB? AC? AD?
AB? 0 BC? BD?
AC? BC? 0 CD?
AD? BD? CD? 0

Num(R?) =

Un point M = {X,Y, Z, T} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est
égale a cette valeur, soit

0= AD?>TX +BD?’TY + AB>XY +CD?*TZ + AC*>X Z + BC’Y Z
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Oou encore
0=ds’TX +d:’TY +di’ XY +de®’TZ+d*> X Z +d°Y Z

Ceci équivaut a
T ~AB*XY — AC®X Z — BC*Y Z
 AD?’X 4+ BD?Y +CD*Z

25.6 Perpendiculaire commune a deux droites

Exercice 25.6.1

Soit ABC'D wun tétrédre. Déterminer les coordonnées barycentriques des points Ty € [AB] et Ty € [C'D]
de telle sorte que la droite (T\Ts) soit la perpendiculaire commune auz droites (AB) et (CD). Calculer
la distance TyT? en fonction des longueurs des cétés du tétredre.

Solution:

Perpendiculaire commune aux droites (AB) et (CD)

Soient k,k; deux réels. La distance minimale entre les points T3 = {(A, k), (B, (1 —k))} et les points
Ty = {(C, k1), (D, (1 —k1))} est obtenue, en annulant les dériveées partielles par rapport a k et ki, pour

o dy® —ds?dy® —dit — do?ds? 4 ds?ds? 4 2da? ds? — dst + 2di % de? — do? d® — ds? de® + da® de® + ds” dg?

k
(=do? + ds® + dy* — d5® + 2d1 dg) (do® — d3® — ds® + d5* + 2d, d)
e di2do? — di? d3? — do? d3® + d3* + di? dy® + d3? dy® — di?ds? + do? ds? — 2d3% ds? — daP ds? + ds* — 2dy? dg?
! (do? — ds® — dy® + ds® — 2d1 dg) (do® — ds? — du® + d5° + 2dy dg)
Ainsi
T = {
do? dy* — ds? da® — dy* — do? ds® + d3® d5® +2ds> ds® — ds* + 2d1? dg® — do® de® — d3® dg® + da” de® + d5” dg”
(—do? + ds® + da® — d5® + 2dy dg) (do® — ds® — da® + d5* + 2d dg) ’
—do* +2da? ds? — d3* + do® dy? — d3? dy? — do?® ds® + d3? ds? + 2d1? dg? + do? d® + ds? dg® — di® de® — d5? dg?
(—do® +dy® + da® — d5® + 2d1 ds) (do® — ds® — da® + ds® + 2 dy dg)
,0,0}
T2 - {0701
di2dy? — di2ds? — do? ds? + ds* + di2 dy® + ds? dy? — di2 ds? + dy? ds? — 2ds2 ds? — dy? ds? + dst — 2.dy % dg?
(do? — ds® — ds® + d5® — 2d1 dg) (do® — d3® — ds® + d5® + 2dy dg) 7
—di?do? + do* + di2ds? — do? ds? — di?dy® — 2do? ds® + ds? dy?® + dyt + di 2 ds? + do? ds? — da? ds? — 24,2 d62}
(do? — d3?® — ds® + ds® — 2d1 dg) (do?® — d3® — da® + d5® + 2d1 di)
On a alors

(—d2® +ds® + da® — d5® + 2d1 dg) (do”® — d3® — da® + ds® + 2 dy dg)

T3 =
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avec
Num(T1T%) = —di? do? dy? + di12 d3? dy® + do? d3? dy? — dz* dy® — d3® dy* + di% dy? ds? — dy? di>
— di?ds® d5® + do? dg® ds® + do® di® ds® + ds® dy d5® — do® ds* — dy* de” + di® dy” dg”
+di? ds® dg® — do® ds® de® + di® da® de” + ds® dy” ds® + di® d5” d® + do® d5” dg”
_ d42 d52 d62 _ d12 d64

25.7 Sphere passant par les centres de gravité

Exercice 25.7.1
Soit ABC'D un tétraedre, Go, Gy, Ge, G les centres de gravité des quatre faces.

1. Déterminer le centre et le rayon de la sphére passant par les points G, Gy, G, Gq.

2. Déterminer l'intersection de cette sphére avec le plan ABC. A quelle condition l’orthocentre du
triangle ABC' appartient-il & la trace de la sphére, sur le plan ABC'?

3. FEtudier le cas du tétredre orthocentrique.

Solution:
Equation de la sphere passant par les points G, Gy, G, G4.
Le centre M = {z,y, 2,1 —x —y— z} de cette sphere doit vérifier G,M? — GyM? =0, G,M? -~ G.M? =0,
G M? — G4M? = 0, soit
do? — 2d3? — ds® +2d5* + (3d12 +3d3> — 3d5?) v+ (—3d1% +3d3* — 3d5%) y
+ (—=3ds® +3d3®> +3ds* — 3d5%) 2 =0
di? —2d3® — ds® +2de® + (3do® +3ds* —3de®) v+ (—3d1% +3d3” + 3ds*> — 3ds?) y
+ (—3d2? +3d3* —3dg*) 2 =0
di? +do? — 3d3? — d5® — dg® + 6d3® x + (—3d1% + 3d3% + 3d5%) y
\ +(—3d22+3d32+3d62)220

La résolution de ce systéme linéaire détermine les valeurs de x,y, z , le centre M = {z,y,2,1 —z —y — z}
de la sphere ayant ainsi pour coordonnées barycentriques

—q T Y1 z1 t1 )
864 Vipop 864Vigop 864Vig.p 864Vigp

avec
21 =—2d12do? dy® +2d1 2 d3? dy® + 2do? d3? dy® — 2dst dy® — ds? dyt + 2di% dy? ds? — 2dy* di?
—2d12d3? d5* 4 2do? d3% ds? + do? dy? d5® + d3? dy® ds? — do? ds* — 2d1* de® + 2dy? do? dg?
+2d1%ds? dg? — 2do? d3® d® + di? du® dg” + d3® di® de® + di? d5® de® + do? d5® d® — di* dg*
= —2d12do?dy® +2d12ds? dy® + do? ds? dy® — dstdy® — 2ds? dyt + 2di% do? ds? — dy® ds?
+ do? ds? ds? 4+ 2do? dy? ds® + 2ds? dy? ds® — 2dy? ds* — 2dy* dg? + di 2 do? dg? + dy? ds? dg?
+2d1%2dy* de® + d3® dy® de® + 2 di? d5? dg? + do” ds® de® — 2dy* ds? dg® — di? de* — 2d1% ds? d5?
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21 = —2d1 2 dp? dy? + di% ds® dy? + 2dy% ds? dy? — dst dy? — 2d5% dyt + dy? dy? ds? — 2dy? ds?
+do? d3? ds? + 2do* dy? d5® + d3? dy® ds® — do? ds* — di* dg® + 2di? do? dg® + di? d3” dg®
—2dy% d3% dg® + 2d12 dy® dg® 4 2d3? dy? de® + di 2 ds? dg? + 2do? ds? dg? — 2dy2 ds? dg? — 2.dy? dg?
t1 = di2d3® dy® + do? d3? dy® — 2d3* dy® — d3? dy* + di? do? ds? — do* d5® — 2dy? d3? ds® 4 2 dp? d3? ds?
+ do? dy? ds® 4 2d3? dy? ds® — 2do? ds* — dyt de? + di? do® dg? + 2dy% ds® dg? — 2 dy? ds? dg? + di? dy® dg?
+2d3? dy? dg® + 2dy? ds? dg® + 2 do? ds? dg® — 2dy? ds? dg® — 2dy 2 dg*
Le rayon au carré de cette sphere a pour valeur

9 (d3d4 + do ds —d1d6) (d3d4—d2d5+d1d6) (— (d3d4) + do ds + dy dg ) (d3d4+d2d5+d1d6 )
ray” = 5
3864VABCD)

Un point M = {X,Y, Z, T} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est
égale a cette valeur, soit
0 =di’T* +d?T? — 2d3° T* + dy® T? — 2d5° T? — 2de* T? — di* T X — d2* T X +5d3° T X

+2d?TX —ds’TX —de’ T X —2d1? X? — 2do® X? — 2d32 X% + dy? X% + ds? X2 + dg® X?
—di?TY +2d°TY —d3®>TY —d? TY +5d5°TY —dg®TY +5d1° XY —do* XY —d3> XY
—dl? XY —d? XY +2d®> XY —2d 2 Y2+ Ao’ Y2+ ds? Y2 —2d° Y2 — 2d5° Y2 + dg? Y2
+2d12TZ —d?TZ ~ds*TZ —d>TZ —ds*TZ+5de*TZ —di>’ X Z+5d° X Z —d3> X Z
—d?XZ42ds* X Z —de* X Z —di®Y Z —do?Y Z+2d3>Y Z+5di°Y Z —ds*Y Z — dg* Y Z
+d1? 7% —2dy* 72 + d3? Z* — 2dy3 77 + d5* 22 — 2d? Z*

L’intersection de cette sphere avec le plan ABC s’obtient en prenant T° = 0 dans ’équation précédente,

qui devient le cercle d’équation
0=-2d1>X?—2d” X* —2d3* X* + d* X* + d5* X* + dg* X? + 5d* XY —do* XY — d3> X Y
—dl? XY —d? XY +2d®> XY —2d 2 Y2+ Ao’ Y2+ ds? Y2 —2d° Y2 — 2d5° Y2 + dg? Y2
~d?PXZ+5d* X7 ~ds> X Z —d?* X Z+2d5* X Z —de* X Z —di’Y Z - d*Y Z +2d3° Y Z
+5d2Y Z —ds?Y Z —de® Y Z + di* 2% — 2do* Z* + d3® Z* — 2d4* 27 + d5* 77 — 2dg* 72
Les coordonnées barycentriques de l'orthocentre H4pc du triangle ABC' sont, dans le repere {A, B, C'}
Hiso = { (di? — do? — da?) (di? — do® + ds? ) |
(di—doy—dy ) (dy+do—dy) (di —da+dy ) (dy +do+dy)
(di? — do? — ds?) (di® + do® — ds*)
(dy —do—dy ) (dy+do—dy) (dy —doa+dy ) (dy +da+dy )’
(—d12 + do?* — d42) (d12 —do?® + d42)
(d1 —do —dy) (dy +da —dy) (dy —da+dy) (d1 +da2 + d4)}

Le point H 4pc appartient au cercle si et seulement si ses coordonnées barycentriques vérifient 1’équation,

soit
0=2d%—2d1* dy? — 2d, %2 dy* + 2dp° — dy* d3® 4+ 2dy? dy? d3? — do* d3® — 2dy* dy® + 6 dy 2 do? dy?
—2dot dy? — d12ds? dy? — do? ds? dy? — 2d1 2 dyt — 2do% dyt + 2d5? dyt +2ds0 — ditds? — di? dy? ds?
+2dyt ds? + 2d1 2 dy? ds? — do?® dy? ds? — dy* ds® + 2d1* dg? — di? do? dg? — dot dg? — dy? dy? dg?
+2dy% dy? dg? — do* dg*
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Cas du tétrédre orthocentrique
Un point M = {X,Y, Z, T} appartient a ce cercle si et seulement si sa distance (au carré) au centre est
égale a cette valeur, soit

0=d?T?+d?T? —2d3*T? — d > T? +d3® T X — di* X? — do> X* + dy* X2 — do* TY
+d3?TY +d?TY +di2 XY —di?Y? + do? Y2 —d®Y? —d’TZ +ds* T Z + dy* T Z
+d? X Z+d®Y Z +di? 7% — dy? 2% — dy% 22
L’intersection de cette sphere avec le plan ABC s’obtient en prenant T = 0 dans ’équation précédente,
qui devient le cercle d’équation
0=d?X?+do®> X? —d> X* —d? XY + di?Y? —do? Y2 +d? Y2~ d* X Z — d2Y Z
~di? 7% +do? 77 + dy? 7P

Puisque AB =dy = ¢, AC =dy = b, BC = d4 = a, on obtient, dans le plan ABC, ’équation du cercle
0=a’X?-*X? - X+ XY - a® Y2 4+ 0PY? - Y  + ¥ X Z+ad®’Y Z —a? 22 -V Z° + 2 72

Cette équation n’est pas l'equation du cercle d’Euler du triangle ABC, les deux équations differents du
terme ¢ X Y +b> X Z+a’Y Z. On vérifie que les coordonnées barycentriques de H 4 vérifient I’équation
du cercle.

L’intersection avec la droite (AB) s’obtient en prenant Z = 0 et donne, lorsqu’il est défini, les points de
coordonnées barycentriques

—2 (di? — do® + dy?)

{—3d12 +2dy? —2d2 £ /3" + 4do" — 8do2ds® + 4dy"
—di2 +V/=3di + 4dot — 8do? di: + 4dy? 0
312+ 2do? —2ds2 £ /31" + 4dy" — 8dx?dy® + 4dy
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CHAPITRE

26

26

26.1

Orthocentre dans un tétraédre

Orthocentre dans un tétraedre

Hauteurs dans un tétraédre

Exercice 26.1.1
Soit ABCD wun tétraédre, Py la projection orthogonale du point D sur le plan ABC, P la projection
orthogonale du point C sur le plan ABD.

1.

2.

Déterminer les coordonnées barycentriques des points Py et Ps.

Montrer que les droites (P1D) et (P,C') ont une intersection non-vide si et seulement si l’égalité
d22 = d32 = d42 + d52 =0

est réalisée. Veérifier que cette condition est équivalente a l'orthogonalité des arétes oppos2es [AB]
et [CD].

Déterminer alors les coordonnées barycentriques du point d’intersection He p de ces deuw hauteurs,
en fonction de dy,do, ds, dy, dg.

Calculer alors les distances Ho pC?, Ho,pD? et obtenir Ho pC? — Ho pD? = (d2 — d3) (dg + d3).

Lorsque (PyD) N (PC') # 0, montrer que l'on a également (BP3) N (APy) # (), en désignant par Ps
la projection orthogonale du point B sur le plan ACD et par Py la projection orthogonale du point A
sur le plan BCD. Déterminer alors les coordonnées barycentriques du point Ha p = (BP3)N(APy),
en fonction de dy,do, ds, dy, dg.

Calculer la distance HC,DHELB et HABA2 — HA,BBQ.
En déduire que Ho,p = Ha g si et seulement si on réalise la condition supplémentaire
di2—ds? —d? +dg?> =0

Montrer que cette derniére condition équivaut a l’orthogonalité des arétes oppos2es [C A] et [DB].
En conclure qu’il résulte que les arétes [AD] et [BC| sont orthogonales.
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Un tétraedre réalisant les conditions de I’exercice est appelé tétraédre orthocentrique.

Solution:

Dessin = {A,B,C, D, P, P>}

Le repeére barycentrique choisi est A, B, C, D.

Les points composés sont P, Ps.

La projection orthogonale du point D sur le plan ABC' est le point P; de coordonnées barycentriques

—di?dy? — do? dg® + 2d3? dy® + dyt + di? ds? — do? ds? — dy? ds? — di? dg? + do? de® — dy? dg?
(dy —dg —dy) (di +dg — da) (d1 — da +dy) (dy + do + dy) ’
—di?do? +do* + di12ds? — do? d3? — do? dy® — d3? dy® + 2do% d5? — di? dg? — do? dg” + dy? de”
(—dl +dy — d4) (d1 +dy — d4) (—dl + ds + d4) (d1 + dy + d4) ’
di* — di? do? — di? d3® + do? d3? — di% dy? — d3? dy? — di?2 ds? — do? ds? + dy® ds® + 2di% dg? 0}
(di —dy —dy) (dy +do — dg) (dy — d2 +dy) (d1 + d2 + dy) ’

P = {

La projection orthogonale du point C' sur le plan ABD est le point P» de coordonnées barycentriques

di2d,? —ds?ds® — di?ds® +2do2 ds? — ds? ds? — da® ds® + ds* — di2 dg? + ds? dg? — ds? dg?
(di —d3 —ds5) (d1+d3 —d5) (d1 — d3 + d5) (d1 + d3 + ds) ’
di2do? — di2ds? — do? ds? + d3t 4+ 2d32 dy? — do? ds? — ds? ds? — di? dg® — d3? dg? + d5% dg?
(—d1 + dg — d5) (dl + ds — d5) (—dl +ds + d5) (dl +ds + d5)
di* — di?do? — di? d3® + do? ds?® — di? d? — d3? dy® — di? d5® — do? ds? + dy® d5® + 2 d1 % dg®
(@ —ds —d5) (@ + ds — ) (dr —da + da) (d + d + ) J

Dessin = Dessin U{Hop} ={A,B,C,D,P;,P,,Hcp}
Détermination du point Heo p :

Soit He p le point (DPy) N (CP,). Le point He p est composé.
Comme Hc p € (DPy), on a, en choisissant I'inconnue v

P o=

)07

— — —
OHC,D =11 OD + (1 — 1/1) oP

On déduit:
. ., . . .
OHc,p = a(1) OA+a(2) OB +a(3) OC +a(4) OD
avec
() = (@0 d? P di? = 2ds% di? — d® — P 4 do? d” 4 i i + i de” — by dg” +di*dg?) (1 +w)
Qa =

(di —da —dy) (di +da —dy) (di — da + dy) (d1 + da + dy)

(2) (d12 d22 — d24 — Cl12 d32 + d22 d32 + d22 d42 + d32 d42 — 2d22 d52 + d12 d62 + d22 d62 — d42 d62) (—1 + 1/1)
Qa =

(di —dg —dy) (dy +do — dg) (di — dg +ds) (di + da + dy)
(di* — di? do® — di? d3? + do? d3® — di? ds® — ds? ds® — di? ds® — do? ds® + di* ds* + 2di% dg®) (1 — 1)
(dy —dg —dy) (dy +do — dy) (di — da +dy) (dy + d2 + dy)

a(4) =1,

a(3) =

Comme Hc p € (CPs), on a, en choisissant I'inconnue p;

_— — —
OHQD =u OC+ (1 — ul) OP,
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On déduit:
P — — — — —
OHc,p =b(1) OA+b(2) OB+ b(3) OC +b(4) OD
avec
b(l) _ (—d12 d42 + d32 d42 + d12 d52 —2 d22 d52 + d32 d52 + d42 d52 - d54 + d12 d62 - d32 d62 + d52 d62) (—1 + ,ul)
B (d1 —d3 —ds) (d1 +d3 —ds5) (d1 — d3 +d5) (d1 + d3 + d5)
b(2) _ (—d12 d22 + d12 d32 + d22 d32 - d34 -2 d32 d42 + d22 d52 + d32 d52 + d12 d62 + d32 d62 — d52 d62) (—1 + ,Ll,l)
a (dl —d3 —d5) (d1+d3 —d5) (dl —d3+d5) (dl +d3+d5)
b(3) = m
b(d) = (i —di®do® — di’d3® + do” d3® — i di® — d3® dy® — di* d5® — do® ds” + di® d5” + 2di* d6®) (1 — 1)
- (dy —d3 —ds) (dy +d3 — ds) (di — d3 +ds) (d1 + d3 + ds)
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, p11 ne donne aucune solution. Résolvons progressivement
le systeme linéaire a(i) = b(i) pour ¢ = 1,--- ,4. Le systeme des deux équations
a(3) =b(3)
a(4) =b(4)

fournit pu = %Z;”((:ll)) avec

Num(p) = (di* — di® do® — di® d3® + do® d3® — di* ds® — ds® ds® — di* ds® — do® ds® + di* ds* + 2 dy° dg?)
(—di2do® + di? ds® + do? d3® — d3* — di% dy® — d3? dy® + di 2 ds® — do® ds? + 2d3? ds> + dy* ds?
—ds* +2d,? dg?)
et
Den(p) = 4dy*(di® do® dy® — dy® d3® da® — do? ds® dy® + ds* dy® + d3® dy”* — di* do? ds® + da* ds*
+di? ds? d5® — do? ds® d5® — do® dy* ds® — d3® dy® ds® + do® ds* + di* de® — di? do? de® — di? ds? dg”
+do? dg® dg® — di* dy® de® — ds® dy® de® — di” d5” d® — do® d5® d” + dy® d5® dg” + di* di*)

Num(v1)
Den(v1)

De méme, vy = avec Den(v1) = Den(uy) et

Num(ul) = (d14 — d12 d22 — d12 d32 + d22 d32 — d12 d42 — d32 d42 — d12 d52 — d22 d52 + d42 d52 + 2 d12 d62)
(d1?do? — do* — di? d3? + do® d3* + di? dy® + 2do? dy* — d3® dy* — dy* — di? d5*
— do? d5® + dy? d5* + 2dy % dg?)

On obtient alors
 do? —d3? —di? + d5?

a(l) —b(1) =
(1) - (1) —
et 2 2 2 2
do® — d3” — dy” + ds
a(2) —b(2) = —
(2) - b(2) -
Le systeme linéaire a(i) = b(i) pour i = 1,--- ;4 a donc une solutin si et seulement si

d22 — d32 — d42 +d52 =0
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On a o
(=2)CD - AB = dy? — ds® — dy® + d5”

donc les arétes [AB] et [C'D] doivent étre orthogonales.

Nous supposons dorénavant que ds? — ds? — ds% + ds? = 0. Dans les calculs, nous remplacons désormais
d52 par —d22 + d32 + d42.

Dessin = {A,B,C, D, P,, P»}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C, D.

Les points composés sont P, Ps.

Les coordonnées barycentriques des points composés deviennent:

— (di? = do? + ds?) (do® — d3” + dg?)
(dl —doy — d4) (dl +dy — d4) (dl —ds + d4) (dl + do + d4)7
- (d12 + do? — d42) (d22 —ds? + d62)
(dy —dy —dy) (di +do —dy) (di —da +dy) (dy +d2 + dy)’
di* +do* — 2d1%d3? — 2d1% dy® — 2do? dy® + dy* + 2d1% dg?
(dl —doy — d4) (dl + dy — d4) (d1 —dy + d4) (d1 + dy + d4)
(di? — do® + ds?) (do® — d3® — d¢” )
Py = { 2 2 2 2 2 2\’
(dl +do” —2dids —dy ) (d1 4+ do” +2dids — dy )
(di® + do® — di®) (do® — d3” — d¢® )
(di? + do* — 2dy ds — ds?) (di? + do® + 2d1 ds — dy?)
di* +do* — 2d12ds? — 212 dy® — 2do? dy® + dy* + 2d,2 dg?
(d12 +dy? —2dyd3 — d42) (d12 +dy® +2dy d3 — d42)
Dessin = Dessin U{H¢o p} ={A,B,C,D, P, P,, Hc.p}
Détermination du point He p :
Soit He p le point (DP;y) N (CP,). Le point He p est composé.
Comme Hc p € (DPy), on a, en choisissant I'inconnue v

P o=

,0}

707

}

—_— — —_—
OHQD = oD + (1 - 1/1) OPl

On déduit:

—

e — — —
OHep =a(l) OA+a(2) OB+ a(3) OC + a(4) OD

)

avec

a(1) = (d12 —d22+d42) (d22 —d32—|—d62 ) (—1+4v1)

(d 1—ds —d4) (d1 + do —d4) (d1 —d2+d4) (d1+d2+d4)
a(2) = (d12 + dy? — d42) (d22 — d32 + d62 ) (=1+4v1)

(d 1—ds —d4) (dl + do —d4) (d1 —d2+d4) (d1+d2+d4)

(di* + do* —2d1%ds? — 2di? da? — 2do? dy® + dy* +2d1? dg?) (1 —11)
(di —dy —da) (di +dg — dy) (d1 — d2 + dy) (d1 + da + da)
a(4) =1

a(3) =
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Comme Hc p € (CP;), on a, en choisissant I'inconnue p;
e — —
OHQD =u OC + (1 — ,ul) OP;

On déduit:

—

D — — —_— —
OHe,p = b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC + b(4) OD

avec

(d12 — d22 + d42) (d22 — d32 — d62) (1 — ;Ll)
di? + do? — 2dy dy — ds?) (di? + do® +2d1 dy — dy?)

(di? + do® — ds?) (do® — ds® — de*) (1 — 1)
di? + do? — 2dy d3 — ds?) (di® + do® + 2d1 d3 — da?)

b(3) = m
d14 + d24 — 2d12 d32 -2 d12 d42 -2 d22 d42 + d44 +2 d12 d62) (1 — ,ul)
(di? + do® — 2dy d3 — ds?) (di? + do® + 2d1 ds — dy?)

1) = 7

b2 = ¢

b(4) = (
La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, 1 donne

(do? — d3® + d6®) (di* + do* — 2d1? ds® — 2d1? dy® — 2do? dy? + dy* + 2d1? dg?)
2Den(Hc,p)

V1 =

— (do? — d3® — dg?) (di* + do* — 2d1? ds® — 2d1? dy® — 2do? dy® + dy* + 2d1? dg?)
2 Den(Hc,p)

1 =

avec
Den(HC,D) = d12 d24 -2 d12 d22 d32 + d12 d34 + d14 d62 + d24 d62 -2 d12 d32 d62

—2d12ds% dg? — 2do? dy? dg? + dy* dg? + di? dg*
On déduit que:

(di? — do® + ds?) (do® — d3® — d¢?) (do® — ds® + d¢?)

H =
o =1 2 Den(He.p) ’
(di? + do? — ds?) (do® — d3? — dg?) (do® — d3® + dg?)
2Den(He,p) ’
— (d22 — d32 — d62) (d14 + d24 — 2d12 d32 -2 d12 d42 -2 d22 d42 + d44 +2 d12 d62)
2Den(He,p) ’
(do® — d3* + dg?) (d14 +dot —2d1% d3? — 2d1% dy? — 2do? dy® + dy?* + 2d47 ds?)
2Den(Hc,p) !
Calculs des distances:
HoonO? — (di® +do? — 2d1 d3 — dg?) (di® + do® +2d1 ds — ds®) (do® — ds® + d62)2
P = 4 Den(He,p)
, (dy—dy—dy) (d +dy — da) (dy — da +da) (dy + do + da) (do® — ds? — dg?)’
HopD® =
’ 4 Den(Hc,p)
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donc
HepC? — HopD? = (dz — d3) (d2 + ds)
Dessin = Dessin U{Ps, P,} = {A,B,C,D, P;, P>, P3s, Py, Hc p}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C, D.
Les points composés sont Ps, Py.
La projection orthogonale du point B sur le plan AC'D est le point P3 de coordonnées barycentriques

dy* — 2dy* d3? + d3* + 2d1? dg? — 2d5? dg® — 2d,s? dg* + dg*
(d2 — d3 — dg) (dg +d3 — ds) (d2 — d3 + dg) (d2 +d3 +ds) ’
(d12 + do? — d42) (d22 —ds?® — d62)
(d2 — d3 — dg) (dg + d3 — dg) (d2 — d3 + dg) (da + d3 + dg)’
— (di? + do? — ds?) (do? — d3” + dg?)
(dz —dg — d@) (dz + dg — dﬁ) (dg —ds + d6) (dg +ds + dG)}

Py o=

0,

La projection orthogonale du point A sur le plan BC'D est le point Py de coordonnées barycentriques

dot — 2do? d3® + ds* + 2d1% dg? — 2d3? dg? — 2ds? dg® + dg*
(do® — d3® — 2dy dg + d6®) (do® — ds® +2dsds + d*)
(d12 — d22 + d42) (d22 — d32 — d62)
(do® — d3® — 2dy dg + dg®) (do® — d3® + 2dads + dg®)’
— (di? = do? + ds?) (do? — d3” + dg?) )
(do® — d3® — 2dy dg + dg°) (do® — d3® + 2dy dg + ds?)

Py = {07

Dessin = Dessin U {H\/’;} = {A B, (/V, D, Pl. P-_). P; Pl. H('_]‘). HA\AB}
Détermination du point Hy p :

Soit Ha p le point (BP3) N (APy). Le point Hy p est composé.
Comme Hj g € (BP3), on a, en choisissant I'inconnue v

s — —
OHA,B =v; OB+ (1 — Vl) OP;

On déduit:

— —

OHap = c(1) OA +¢(2) OB + ¢(3) OC + ¢(4) OD
avec
(do* — 2do? ds? + ds* + 2d1? dg® — 2d3? dg® — 2ds* d® + dg* ) (1 —11)
(d 2 —d3 —dg) (da +d3 —dg) (d2 — d3 + dg) (d2 + d3 + dg)
c(2) =1
(d1? + do* — da?) (do? — d3* — dg?) (1 — 1)

(do —ds3 —dg) (d2 +d3 — dg) (d2 — d3 + dg) (d2 + d3 + dg)

(di® + do® — ds?) (do® — ds® +d® ) (=1 +11)
(d2—ds—ds) (do + d3 —dg) (d2 — ds + dg) (d2 + d3 + ds)

Comme Hy p € (APy), on a, en choisissant I'inconnue ji;

c(l) =

c(3) =

c(4) =

—_— — —
OHA7B = 1 OA + (1 —,ul) OP,
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On déduit:
—_— —_— o —_—
OHap =d(1) OA+d(2) OB +d(3) OC +d(4) OD

avec
d(1) =

(do* — 2do? ds® + d3* + 2d1? de® — 2d3? d® — 2ds® d6® + ds™ ) (1 — 1)

(d 22 — ds® — 2dydg + de*) (do® — ds* + 2da dg + dg?)
(—di® +do* — di®) (do® —ds® — d6” ) (=14 m)
d 2% — ds® — 2dydg + dg?) (do® — ds® + 2dy dg + dg?)
(—di® + do® — ds?) (do® — d3® + d6®) (1 — 1)
(do® — d3® — 2dy dg + dg°) (do® — d3® + 2dy dg + ds?)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, ;41 donne

d(2) =

d(3) = (

d(4) =

(di? + do? — ds?) (do* — 2do? ds? + ds* + 2di? dg® — 2d3? de® — 2d4” d6” + dg*)
2Den(Hc,p)

V1T =

(di? — do? + ds?) (do* — 2do?ds® + ds* +2d1? dg® — 2d3? de® — 2ds” dg” + dg*)
2Den(Hc,p)

=

avec Den(Hc, p) défini précédemment.
On déduit que:

(di? = do® + ds®) (do* — 2do” ds® + ds* + 2d1* dg® — 2d3® dg® — 2d4* d6” + ds")

Hap =1 2 Den(Hc,p) ’
(d1® + do® — ds®) (do* — 2dp® ds® + d3* + 2d1 dg® — 2d3° dg® — 2ds” dg” + d")
2Den(Hc,p) ’
(di® + do? — ds?) (di® — do® + ds?) (do® — d3* — dg?)
2Den Hc p ’
— (di? + do? — ds?) (di? — do® + ds?) (do? — d3 + dg?)
2Den(Hc,p) '
Ainsi Ho p # Ha, g en général.
Ona 2 32(72 2 2 22
HopH2 5 — d” dg (Dd1 —d3 —54 + dg”)
’ en(HQDHA’B)
avec

Den(HepHA g) = —di > do* + 2d1? do? ds® — di? ds* — di* dg? — do* dg® + 2dy* ds® dg® + 2dy* dy? dg?
+2dy” dy? de® — dy* d® — di* dg*
On obtient
HA7BA2 — HA,BB2 = (d2 — d4)(d2 + d4)

On a .
(—2)CA- DB = dy? — ds® — dy® + d
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Or
(=2) AD - BC = di% — do? — d5> + dg?

P, . . _— —_— —
est la différence des deux produits scalaires (—2) CA- DB et (—2) CD- AB, tous deux nuls. Cet argument
équivaut a la classique identité d’Euler

—_— — —_— — —_— —
AB-CD+ AC- DB+ AD- BC =0

On notera que l'on peut développer de nouvelles identités analogues a 'identité d’Euler, dans lesquelles
on obtient une formule ayant plus de trois termes.

26.2 Tétraedre orthocentrique

Un tétraedre orthocentrique ABC D est un tétraedre satisfaisant aux propriétés de la section précédente
que 'on peut résumer par les deux équations

do? —ds? —d? +ds2 =0
di? —ds? —d?+dg? =0

Ces conditions équivalentes &
do® + ds? = d3? + dy* = di% + d¢?

qui traduisent 1’égalité de la somme des carrés des couples d’arétes opposées. Dans un tétraedre orthocen-
trique , les hauteurs issues des sommets se coupent en un méme point H, appelé orthocentre du tétredre.
On note H,, Hy, H., Hy les pieds des hauteurs issues des sommets A, B,C, D (donc H, € plan(BCD),
H, € plan(ACD),...).

Exercice 26.2.1
Soit ABCD wun tétraédre orthocentrique.

1. Calculer le volume Vagcp du tétraédre orthocentrique ABCD, en fonction de dy,ds, ds3, dy.

2. Déterminer alors les coordonnées barycentriques des points H,, Hy, H., Hy, de lorthocentre H, du
centre K de la sphére circonscrite au tétrédre, en fonction de dy,ds, ds, dy.

3. Calculer les distances HA?, HB?, HC?, HD?, KA>~HA?, KB?>~HB? KC?-HC?, KD?>*~HD?.
En déduire que
HA? + HB?> 4+ HC? + HD? = 42

R désignant le rayon de la sphére circonscrite a ABCD.

4. Montrer que le centre de gravité G est le milieu de [HK] (droite d’Euler d’un tétraédre orthocen-
trique ).

5. Déterminer les coordonnées barycentriques des points 11 et Ty réalisant la distance minimale entre
mes arétes [AB] et [CD]. En déduire que
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Solution:

En utilisant ’expression du volume d'un tétraddre, en effectuant les substitutions d2 = —do? 4 ds3? + dy>
et d2 = —di% + d3® + d42, on obtient:

288 Vigep = —2(di* ds? — 2d1? do? d3® + do* d3® + di* dy® + 2dy% do? dy?
+dy* dy® — 2d 2 d3? dy® — 2dp? d3? dy® — 24y % dyt — 2d? dyt + ds® dyt + dy)

Dessin =A,B,C,D,G,H,H,, H,, H., H;, K'}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C, D.

Les points composés sont G, Hyg, H., Hy, H,, H, K.

En effectuant & nouveau les substitutions d% = —do? +d5%+d4° et d% = —di2 4+ ds® + d4? dans les formules

des exercices précédents, les coordonnées barycentriques des points composés, en fonction de dy, ds, ds3, d4,
sont:

)

1

=~ =
=

1
Vit
0 — (d12 — d22 — d42) (d12 + d22 — 2d32 — d42)
Tdit —2di%do? + dot +2d1 2 dy? + 2d02 dy? — 4ds? dy? — 3d,t
(di? + do? — 2d3? — d4?) (di? — do? + ds?)
di* —2di* do® + do* + 217 dy® + 2dy* dy® — 4d3? dy? — 3dy"
(di? — do® — ds?) (di® — do® + dy?)
di* —2d1 2 do® + do* + 212 dy® + 2do? dy% — 4 ds? dy® — 3d44}
— (d12 — d22 — d42) (d12 + d22 — 2d32 — d42)
2 2 2 2 2 2 70’
di1“+do* —2dodg — dy ) (dl 4+ do” +2dyds — dy )
(di” + do? — ds?) (di® + do® — 2d3* — ds?)
(di? + do? — 2dods — ds?) (di? + do® + 2da d3 — dy?)’
(di? — do? — ds?) (di® + do® — ds*)
(d12 +do? —2dyd3 — d42) (d12 +do? +2dyds — d42) J
(di? + do® — 2d3® — ds®) (di? — do® + ds® )
d® +dy® —2dy dy — dy?) (di® + do® + 21 d3 — dy?)’
(d12 + d22 — d42) (d12 + d22 -2 d32 — d42)
0
(di? + do® — 2dyds — dy?) (di® 4+ do® + 2dyds — dy®)"
— (di? + do? — dd?) (di? — do* + dd?)
(di? + do? — 2dy ds — ds?) (di? + do? + 2d1 ds — dy?) J
(di? = do? — ds?) (di® — do® + dy” )
(dy —dy—dy) (di+da—dy ) (di —do+dy ) (dr+do+dy)’
(d12 —do? — d42) (d12 + do? — dy? )
(dl—dg—d4 ) (d1+d2—d4 ) (dl—d2+d4 ) (d1+d2+d4 )’
(—d12 + d22 — d42) (d12 — d22 + d42) 0}
(dl —doy — d4) (dl + dy — d4) (dl —do + d4) (dl + do + d4) ’

H, =1

Hb:{(

c—{(

Hy = {
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(di? — do® — ds?) (di® + do® — 2d3* — dy?) (di? — do* + d4?)

H=A 288 V2 ’
ABCD
(di? = do® — ds?) (di® + do® — ds?) (di® + do® — 2d3* — ds?)
288 V2i50p ’
— (di? + do? —dy?) (di® + do? — 2d3? — ds?) (di? — do? + ds?)
288 V35cp ’
—(di? — do® —dy?) (di? + do? — dy?) (di® — do? + d4?) )
288 V3ipon
et K = {288%{30]3’ 288 \%{BCB’ 28852(3@’ 288\22(3013} avec

i = —di® + ditdo? + di? do* — do® + dit ds? — 2d1% do? d3? + dot d3? — 4dy? do® dy® + 2di? ds? dy?
+2do? d3? da?® + 3dr 2 dy* + 3do? dy* — 3ds? dy*t — 2d4°
yre = —d1° — di* do? + di? do* + do® + dit d3? + 2d12 do? d3? — 3dot d3? 4 2dyt dy? — 2do* dy? — 2d1% d3? dy?
+2do? d3? dy® — di? dy* + do® dy* + d3? dy*
2 = +di% + dit do? — diP do* — dob — 3dit ds? + 2d1? do? d3? 4 dot ds? — 2dit dy? + 2dpt d? + 2d47 ds? dy?
—2dy? d3?dy? + di? dy* — do? dy* + ds? dy?
tg = +di® — di* do® — di? do* + do® — dit d3® + 212 do? dy? — dot d3? — 2d1t dy® — 2do* dy® 4 2y d3? dy?
+2do? d3® dy® + di? dy* + do? dy* — d3? dy?
La distance HA? est égale &

(di? + do?® — ds?)” (—di* +2d12 do® — do* — 2dy% dy? — 2dp® dy® + 4ds® dy® + 3ds?)

HA? =

La distance HB? est égale a

(—di® — do? + 2do d3 + do?) (di® + do® + 2da ds — ) (di? — do® + dy?)?
576 Vigep

HB? =

La distance HC? est égale &

(di? — do® — d42)2 (—=di? — do? +2dy d3 + ds?) (di® + do® + 2d1 ds — ds?)
2288V2s0p

HC? =

La distance HD? est égale &

p? — (—dl +do + d4) (d1 +dy — d4) (dl —do + d4) (dl + dy + d4) (d12 + d22 — 2d32 — d42)2

576 Vigon
On a
AP HA? — —2d1% — 2do? + d3* + 3d4*
- 4
KBQ—HBQ B —2d12+2d22+d32 —d42
o 4
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B 4
KD?— HD? — 2d12—|—2d22 —3d32—d42
N 4

Il suit que
HA? + HB? + HC? + HD? = KA> + KB> + KC?> + KD? = 4 R?
— —_ = ——
Les coordonneés aq, as, ag, ag du vecteur —576 Vj pop GK, exprimées en fonction des vecteurs OA, OB, OC, OD
sont
a1 =2d1% —2d1* do?® — 2di 2 do* + 2do8 — 3t ds? + 6di2 do? ds? — 3dot ds? — dit dy? + 6.dq 2 do? dy?
—do*dy® —2d12ds% dy? — 2dx2 ds? dy? — A4 dy2dyt — Ado? dyt + 5ds? dyt + 3d,°
as =2d1% +2d1  dy? — 2di 2 do* — 2ds8 — 3d1t ds? — 2d1 2 dy? ds® + 5dot ds? — 5dit dy? — 2dy2 dy? dy?
+3dy*dy? +6d12ds? dy? — 2do? ds? dy? +4dy % dy* — 3ds?dyt — dyb
az = —2 d16 -2 d14 d22 + 2 d12 d24 + 2d26 + 5d14 d32 -2 d12 d22 d32 — 3d24 d32 +3 d14 d42 — 2d12 d22 d42
—5dytdy® —2d,2d5% dy® + 6do? ds? dy® + 4do? dy* — 3ds? dyt — dyS
ag=—2d1% +2d1%do? + 2d12 do* — 2dy0 + dit ds? — 2d1% do? ds? + dyt ds? + 3dyt dy? — 2di% do? dy?
+3dy*dy? — 2d12 ds? dy? — 2do? ds? dy? + ds? dy* — dy®

3 9 — ., . —_— = — —
Les coordonneés by, ba, b3, by du vecteur —576 Vi~ GH, exprimées en fonction des vecteurs OA, OB, OC, OD
sont

by = —2d° +2d1%do? +2d1% do* — 2dy% + 3d1  ds? — 6di? do? ds? + 3dy* ds? + dit dy? — 6. dy? dy® dy?

+dotd2 +2d12ds?dy +2dy2ds? dy? +4d 2 dyt + 4do? dyt — 5ds? dyt — 3dy°
by =

—2d1% —2d1* do? + 2d1 % do* + 2d2° + 3di* ds? 4+ 2d, % do? ds? — 5dyt ds? + 5dyt dy? 4 2d,? dy? dy?
—3dytdy? —6d12d3?dy® +2dy2 d3? dy® — Ady 2 dyt + 3d3? dyt + dy®
by =2d:% +2d1 1 do? — 2d1 2 dot — 2do® — 5dit d3? +2d1% do? ds? + 3dot ds? — 3dit dy® 4+ 2di% do? dy?
+5dot dy? 4+ 2d, 2 ds® dy? — 6dy? ds? dy® — 4 dy? dy* + 3ds? dy* + dy
by =2d,% —2d1* do? — 2d1 2 do* + 2do8 — di* ds® 4+ 2d1 % do? ds? — dot ds? — 3dyt dy® + 2di% do? dy?
—3dot ds® +2d1%ds? dy® + 2do? ds? da? — ds? dyt + dy°
donc G est le milieu de [HK].

En reprenant les notations de 1’exercice précédent, nous obtenons

7= (—d12 + d32 + d42) (dl2 — d22 + d42) (d12 + d22 — d42) (—d12 + d32 + d42)
| =

Y 707 0
2dy? dg” 2dy? dg* J
—dy® —dy® +2d3° + dy* —di® + dp® +dy®
T, = {0,0, . : 3 }
2 dg 2 dg
288 V3
TTy = —48CD
8di” dg

soit 6V
ABCD
T = —=
112 dy de
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26.3 Le concept d’orthocentre en dimension paire

Exercice 26.3.1
Soient A; pour i = 1,2,--- ,2p + 1 un nombre impair de points affinement indépendants d’un espace
affine. Alors, il existe un unique point H appartenant au sous-espace affine engendré par les points A;,

tel que l'on ait ‘
A(H, ROtJ(Al,AQ, e ,A2p+1) =0

pour tout entier 5 > 0.

Pour p = 1, on retrouve l'orthocentre usuel du triangle plan. La situation p = 2 fournit ’existence
de Torthocentre dans R*. 1l est fort probable que les propriétés géométriques et théorémes sont plus
nombreux pour une géométrie étudiée en dimension paire.

Solution:

Nous indiquons les grandes lignes de la démonstration pour 2p + 1 = 5. Les équations

A(H, Rot? (A, Ag, -+, Agpi1) =0

s’écrivent:

— A1 A% + A H? 4+ Ay As? — A3 A% + A4As%2 — AsH? =0
A1 As? — ATH? — AgAs® + AoH? + A3Ay® — AgAs? =0
A1 A9 — A1 A% — AgH? — A3 Ay + A3H? + A4A5? =0

—A1 A% + A1 As% + AsAs? — AsH? — AyAs2 + AYH? =0
A1 Ag? — A1 Ag? — A As? + A A% — AyH? + AsH? =0

\

On notera que la résolution de ce systeme linéaire en les variables A; H? donne

A H? = AJ A3 — Ag A2 4 A3A% — A4 A2 + AsH?
AgH? = A1 A% — A1 A2 + AsH?
AsH? = A3 A% — AyA2 + AsH?
AgH? = Aj A2 — AJ A2 — Ay A%+ A3 A% + AsH?

Bien que ce ne soit pas indispensable ici, on notera que les quantités A; H? doivent satisfaire 1’équation

supplémentaire
1 1 1 1 1 1

0  AjAZ A A2 A1A2 A1AZ A H?
Ay A2 0  AxA2 A AT A A% AyH?
A1AZ Ap A2 0 A3A? A3A% A3H?| =0
A1AZ A A2 AzA2 0  A4A2 A4H?
A1AZ AAZ A3AE ALAZ 0 AsH?
A H? AyH? AsH? A H? AsH? 0

el e e e e i =)

qui traduit la nullité du volume du simplexe A1 A A3A4AsH considéré dans I'espace R®.
En substituant les valeurs précitées de A1 H?, AyH?, AsH?, AyH? dans cette équation, on obtient une
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equation linéaire en la variable A5 H? (puisque les variables Ay H? AoH? AsH? A4H? disparaissent). Ceci
détermine explicitement la quantité A5 H? en fonction des AiAg, puis les quantités A1 H?, AgH?, AsH?, AyH?
en fonction des A,A?. Les réponses sont assez complexes.
En prenant pour H des coordonnées barycentriques de la forme H = {z,y,2,t,1 —x —y — z — t}, on
obtient
—A1A0® + A1 A5 + AsAs® — A3Ag® + AuAs® + (A1AL° — A1 A5® — AgAs?) t
—2A1A45% 7 + (A1 42% — A1 A5% — Ay A5?)
+ (A145% — A1 457 — A3A57)
—AsAg® 4+ AsAs® + A3As® — AgAs® + (—A1 AL + A1 As? + A As® — AsA5?)
+ (A1 Ag® + A1 A5 — AgA5®) &+ (—A1A2® + A1 As® — A A5?)
+ (—A1A3% + Aj A5 + A As® — ArA5?)
A1 A% — A1 A5 — AsAs® — A3Ag® + A3 As® + AsAs® + (—AsAs® + AsAs® + A3 Ag® — A3A5?)
+ (—A1 A% + AjAg® + ApAs® — A3As?) o+ (A2A3® + A2 As® — A3A5?)
+ (—A243% + Ay As® — A3A5?)
—A1A® + AjA5? + ApAs® — A3As® + (—AsAs® + A3As® — AgA5?)
+ (—A1A5% + AjAL® + A3As® — AyAs?) o+ (—A2A3% + AsAd® + A3As® — AsA5®) y
+ (A3A4% + A3A5? — AgA5%) 2 =0
A1 A% — A1 As? — A As® + A3As® — AgAs® + 2 Ay A% t+
(mA1AL? + A1 A% + A4A5°) o+ (—A2As® + A2 A5 + A4A5?) y
+ (—A3As® + A3A5® + AgA5®) 2 =0

Y
z=0
t
Y
z=0
t

Y
z=0
t

(une forme plus symétrique des équations s’obtient en prenant pour H des coordonnées barycentriques de
la forme H = {z,y, z,t,w}). Ce systéme linéaire en les variables z,y, z,t admet une solution unique dont
la trop volumineuse écriture explicite n’est pas mentionnée ici. Une écriture plus courte de la solution
s’obtient en présentant les solutions {z,y,z,t,1 — x — y — z — t} comme quotients de déterminants de
Cramer (5,5). Le dénominateur commun aux coordonnées barycentriques de l'orthocentre s’exprime de
fagon tres simple & l’aide d’un déterminant (6,6), il est en effet égal a

1 1 1 1 1
0 AjA2 A A2 AjA2 A A2
A1A2 0 AyAZ A A A A2
AjAZ ApA2 0 AgA? AgA2
ALA2 Ay A2 A3A2 0 AgA2
AjA2 Ay A2 AgAZ ALAZ 0

— = = = = O

A une constante multiplicative fixe pres, ce déterminant est le carré du volume dans R* du simplexe défini
par les points Ay, Ag, A3, Ay, As: il est donc non-nul. L’unicité de H est immédiate.
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