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Chapitre 1 Aire du quadrilateére Géométrie des quadrilateres par 'informatique

CHAPITRE

1

Aire du quadrilatere

1 Aire du quadrilatere

1.1 Formule de ’aire du quadrilatere

Exercice 1.1.1
Soit ABC'D un quadrilatere convexe. On a:

aire(ABCD) = % VAAC?BD? — (AB? — BC2 + CD? — DA?)?

Solution:
Notre démonstration s’appuie sur la forme

0(A1, Ag, -+, Agp 1, Agp) = A1 A5 — AgAS+ -+ + Agp 1 A3, — Agp A}
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Lorsque p = 2, elle s’écrit
0(A1, Az, Az, Ag) = A1A5 — Ay A3 + A3A] — A4 AT

_ —

qui est aussi égal au produit scalaire (—2) A1 A3 - AgAy.

Soit J le point d’intersection des diagonales [AC] et [BD]: désignons par H; (resp. Hs) la projection
orthogonale du point A (resp. du point C') sur [BD]. On a

aire(ABCD) = aire(ABD) + aire(BCD)

1 1

1
= 5 BD - (AH, + CH)

_ % BD - (AJ sin(6) + JC sin(9))

= %sin(ﬂ) AC-BD
en désignant par 6 ’angle non-orienté orienté entre les droites (AC) et (BD). Or
§(A,B,C,D) = AB?> — BC? + CD? — DA?
— (-2) AC- BD
—_— —
= (—2)AC - BD - cos(angle( AC, BD))
= (—2)AC - BD - £ cos(0)

En résumé,

4 aire(ABCD)? = sin?(0) AC? BD?
i (AB2 — BC2 4 CD* — DA2)? = cos2(0) AC2 BD?

En ajoutant membre & membre,

4aire(ABCD)* = AC? BD? — = (AB? — BC? + CD? — DA?%)?

1
4

donc

1
aire(ABCD) = ¢ V4AC? BD? — (AB? — BC2? 4+ C'D2? — DA2?)?
On déduit également, en divisant membre a membre,

4 AC? BD?

2 _ _
tan”(9) = BT = Ber £ D2 = DAY

1

1.2 Aires de parallélogrammes
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Exercice 1.2.1

Soit ABC'D un parallélogramme et ki, ka, k3, kq des réels. Soient Ay le barycentre de {(A, k1), (B,1—k1)},
By le barycentre de {(B, k2),(C,1 — ko)}, C1 le barycentre de {(C,ks),(D,1 — k3)}, Dy le barycentre de
{(D7 k4)7 (A7 1—- k4)}

Montrer que

(2 — k1 — ko + k1 ko — k3 + ko ks — ky + k1 kg + ks ka)?

aire*(A1B1C1Dy) = 1 aire*(ABCD)

Préciser le cas ki = ko = ks = kg = k et le cas ou Ay, By, C1 Dy sont milieuxr des cotés du par-
allélogramme.

A A B

D Cc, C

Solution:

Dessin = {A, B,C, D}

Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est D .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

D = {1,-1,1}

Dessin = Dessin U {Al, B, (4, Dl} = {A, A,B,B1,C,Cq, D, Dl}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont Ay, B1,Cq, Dy .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

Ay = {k1,1—k1,0}
By = {0,ko,1 — ka}
Cy = {1 —ks,—1+ks, 1}
Dy = {1, k4, kq}
L’aire au carré du quadrilatere ABCD est

—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

aire’(ABCD) = ( 1
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par 'informatique

L’aire au carré du quadrilatere A; B1C1 Dy est

aire2(AlBlc'1D1)
(—a+b+c)(atb—c)(a—b+c) (@+b+c) (2— ki —ko+kika — ks + koks — ka + ki ks + k3 ka)®
N 16
donc
9 _ o — . _ 2
aire2(A1B101D1) _ ( ki — ko + k1 ko — k3 +4k2 ks —kq+ k1 kg + k3 k4) aireQ(ABCD)
A Ay B

C
Lorsque ki = ko = k3 = k4 = k, on obtient

(2 -4k +4k%)°

aireQ(AlBlClDl) = 4

aire*(ABCD)

Pour k£ = %, on obtient

aire(A1B1C1Dy) = %aire(ABCD)

Exercice 1.2.2

Soient ABCD un quadrilatére quelconque, Ay (resp. Bi, Ci, D1) le milieu de [AB] (resp. de [BC],
[CD], [DA]), J le point d’intersection des diagonales [AC] et [BD]. On choisit un point My sur (AC') (M,
barycentre de {(A, k1), (C,1 —ki1)}) et un point My sur (BD) (Msy barycentre de {(B,k2),(D,1 —k2)}),
k1, ko réels arbitraires. On désigne par E le point d’intersection de la paralléle a (BD) passant par M
avec la paralléle a (AC) passant par Ms (la figure JMyEMsy est donc un parallélogramme).

1. Calculer les aires des quadrilateres D1AA1E, AiBB1FE, BiCC1E, C1 DD E en fonction des coor-

données barycentriques {x,y,1 — x —y} du point D.

2. Montrer que, pour tout quadrilatere ABCD, ces aires sont égales si et seulement si My et Ms sont
milieuz des diagonales du quadrilatére ABCD: on a alors

aire(D1AAE) = }laire(ABCD)
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Chapitre 1 Aire du quadrilateére Géométrie des quadrilateres par 'informatique

L’affirmation d’égalité des aires des quatre quadrilateres lorsque M7 et My sont milieux des diagonales du
quadrilatere ABCD constitue le théoreme de Brune.

Solution:

Dessin = {A, B,C, D}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est D .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

D = {xay71_‘r—y}
Dessin = Dessin U{J} = {A,B,C, D, J}
Détermination du point J :
Soit J le point (AC) N (BD) . Le point J est composé.
On obtient:

J= {50 T,
1—-y —1+y
Dessin = Dessin U{M;, My} = {A, B,C, D, J, My, Ms}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .
Les points composés sont My, Ms .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

Ml = {klaoa 1- kl}
My = {(1 —k2) z,ka+y —koy, (—1+ k) (-1 +2+y)}
Dessin = Dessin U{E} = {A,B,C, D, E, J, My, My}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Le point composé est E .
Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

—k1+k k —k

1+ 2x+11y+xy 2xy,k2-|-y—k:2y,
14k +ky—kox+2y—kiy—2koy—azy+kory—vy>+ koy?
—1+y

E={

}
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Dessin = Dessin U {Al, By, (4, Dl} = {A, A,B,B,C,Cy,D,D1,E, J, M, MQ}
Le repeére barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont Ay, B1,C1, D1 .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

11
=20
350}
11
B = {0,>,=
1 {072a2}

A =

Ty 2—r—y
vy 2 )
142 y 1l—2—y

2 2 2 )
L’aire au carré du quadrilatere ABCD a pour valeur:

Oy = {

Dy = {

(—a4+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+e) (—1+y)?
16

aire?(ABCD) =
L’aire au carré du quadrilatere D1 AA1 E a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (=14 k) (=1 +y)?
64

aireQ(DlAAlE) =
L’aire au carré du quadrilatere A1 BB1FE a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+¢) (=14 k) (=1 +y)?
64

aire*(AyBB E) =
L’aire au carré du quadrilatere BiCC1 E a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) k2 (=1 +y)?
64

aire*(B1CCE) =
L’aire au carré du quadrilatere C1 DDy E a pour valeur:

(a—b+c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) k?(—1+y)>

aire?(C1DDE) = o

On a alors
aire?(D1AALF) — aire*(Ay BB, E)

_(cat+b+c)(atb—c)(a=btc)(atb+c) (b —ka) (=2+Fk + ko) (—14y)*
64

aire*(D1AAE) — aire*(B,CCLE)
C(a—b—c)(atb—c)(@a—b+c)(a+b+c) (=1+2k) (-1 +y)?

B 64

aire*(D1AA E) — aire?(C1 DD E)

(~atbtc)(atb—c)(a—b+c) (@+bte) (~1+ki — ko) (—1+ki + ko) (—1+y)
B 64
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Ces trois expressions sont nulles pour un quadrilatere quelconque lorsque k1 = ko = % Dans ce cas, les
quadrilateres D1AA1E, A1BB1E, BiCCE, C;DD1E ont la meéme aire, de valeur

(a—b+4c) (atb—c)(—a+b+c)(at+b+e) (—1+y)°

aire?(D1AALE) = T

Donc

aire(D1AAE) = iaire(ABCD)

Exercice 1.2.3
Soit ABCD un quadrilatere convexre quelconque. Montrer qu’il existe un point E tel que les aires
des quatre quadrilatéeres ABCE, BCDE, CDAE, DABFE soient égales. Préciser le cas A, B,C,D

cocycliques.

Cette propriété semble inconnue.

Solution:

Soient {x,y,1 —x — y} les coordonnées barycentriques du point E.
Dessin = {A,B,C, D, E}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont D, E .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

D = {x0,y0,1 — 20 — Yo}
E ={z,y,1—x—y}
L’aire au carré du quadrilatere ABC'D a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (=1 +y0)?
16

aire’(ABCD) =
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

L’aire au carré du quadrilatere ABCE a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+ec) (=14y)?
16

aire*(ABCE) =
L’aire au carré du quadrilatere BCDFE a pour valeur:

(—a+b+c¢) (a+b—c) (a—b+¢) (a+b+c) (—z —zoy + zy0)*
16

aire’(BCDE) =
L’aire au carré du quadrilatere CDAFE a pour valeur:

(a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (y—yo)?
16

aire’(CDAE) =
L’aire au carré du quadrilatere DABE a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+ec) (1 —x—20y —yo+xy0)*
16

aire*(DABE) =

On a

aire*(ABCE) — aire*(BCDE)
_(a=b—-c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)(l+ax—y+zoy—2y) (—l+z+y+20y —TY0)
N 16

aire’(ABCE) — aire*(CDAE)
(ma4+b4c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (-1+2y—yo) (—1+yo)
B 16

aire’ (ABCE) — aire*(DABE)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)(x—y+zoy+yo—zy) (—2+x+y+20y+yo— )
- 16
Ces trois expressions doivent étre nulles: la résolution des trois équations ainsi obtenues, d’inconnues z, y

fournit
x_—1+$o+yo+$0yo 14w
2 (=14 o) Y 2
Ainsi )
E:{—1+$o+yo+xoyo I+y —xo+y —Toyo— Yo )
2 (—=1+o) 2 2 (—1+ o)
On a alors

1
aire(ABCE) = §aire(ABC'D)
Lorsque D a pour coordonnées barycentriques

b’ + a’t t (b?+at) 2t )
24 a2t+02t—c2t+a2t2" b2 +a2t+b2t—c2t+a2t2’ b2+ a2t + b2t —c2t+a2t?

D= {
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Chapitre 1 Aire du quadrilateére Géométrie des quadrilateres par 'informatique

on obtient
B —t (b + 02 +2a2 2t +a? At + b2t —ctt+att? + a2 ?)
2 (426202t + b2t — 2022t +att? 4+ 2020212 — 202 A2 — 22+ A2+ at B — a? 2 3)
b+ a?t+20%t— 2t +2a%t?
"2 (V4 a’t+ b2t — At +a?t?)’
(b +a?t) (B +at+b*t— Pt +at* + A t?)
2 (P 4+2a22t+ b4t — 202t +att? 42020212 — 20?22 — 0222 4 A2+ a3 — a? 2 t3)

}

Exercice 1.2.4

Soient ABC'D un quadrilatére convexe quelconque, Ay (resp. By, Ci, D1) le milieu de [AB] (resp. de
[BC], [CD], [DA]). Soit A2B2C2Dy un second quadrilatére tel que Ay (resp. By, C1, Di) soit le milieu
de [A2Bs] (resp. de [BaCs], [CaDs], [D2As]). Montrer que les quadrilatéres ABCD et AyBoCaDs ont
méme aire.

Solution:

On choisit arbitrairement le point Az et on construit progressivement les points By, C2, D2 (donc, Bs
symétrique de Ay par rapport au point Aj,...).

Dessin = {A, B,C, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Le point composé est D .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

D = {xay71_x_y}

Dessin = Dessin U {Al, By, (4, Dl} = {A, A1,B,B1,C,C1, D, Dl}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C' .
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére

Les points composés sont Ay, By,Cq, D1 .
Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

11
A =1{=,-,0
1 {2727}
11
BIZ{O7§7§}
_(Ty2-z-y
G={z3—— 1
l+2 y 1l—ax—y
D1:{ 9 75) 2 }

Dessin = Dessin U{As} = {4, A1, A2, B, B1,C,C1,D, Dy}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Le point composé est As .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

Ay = {x0,%0,1 —x0 — yo}

Dessin = Dessin U {BQ} = {A, A1,A9,B,B1,B,,C,C, D, Dl}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .

Le point composé est By .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

By = {1—20,1—yo,—14+x0+y0}

Dessin = Dessin U {Cg} = {A, Ay, Ay, B,B1, By, C,C1,C5, D, Dl}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est Cs .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

Cy = {—14+20,90,2 —z0— Yo}

Dessin = Dessin U{Dy} = {A, A1, A2, B, B, B, C,C1,C2, D, D1, Dy}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Le point composé est D5 .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

Dy = {142 —20,y —yo,—T+ 20—y +%}

Dessin = Dessin U {M} = {A, Ay,A2,B,B1,Bs,C,C1,Co, D, Dy, Do, M}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est M, symétrique du point Do par rapport au point D;.

Les coordonnées barycentriques du point composé sont:

M = {zo,y0,1 — 20 — Yo}
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Chapitre 1 Aire du quadrilatére Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Ainsi, M = As.
L’aire au carré du quadrilatere ABC'D a pour valeur:

(—a+b4c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (-1 +y)*
16

aire?(ABCD) =
L’aire au carré du quadrilatére As BoCy D5 a pour valeur:

—a+btc)(a+b—c) (a—b+e) (a+b+c) (~1+y)?

aiTeQ(AQBQCQDQ) = ( 16
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CHAPITRE

2

Quadrilatére imscrit dans un cercle

2 Quadrilatere inscrit dans un cercle

2.1 Définition de ’anti-centre

Exercice 2.1.1

Dans un quadrilatére ABCD inscrit dans un cercle de centre K, montrer que les M-hauteurs sont
concourantes en un unique point L, appelé anti-centre du quadrilatere, dont on calculera les coordonnées
barycentriques.

Dans un quadrilatere ABCD, la droite passant par le milieu d’un c6té et perpendiculaire au coté opposé
est appelée M-hauteur (en anglais ”Maltitude”).
Nous adoptons dorénavant les notations suivantes:

le milieu du segment [AB] est le point Mg,

le milieu du segment [BC] est le point M,

le milieu du segment [C'D] est le point M4

le milieu du segment [DA] est le point M4

le centre du cercle circonscrit au quadrilatere est le point K

Solution:
Dessin = {4, B,C,D, K}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .
Les points composés sont D, K .
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

a? (anb2 702) b2 (fa2+b2 702)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c) (a+b+c)
c? (a2+b2 —02)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)}
b +a’t t (b* 4+ a*t) —ct
B2+at+b2t—c2t+a2t2’ B2+ a2t + 0%t —c2t+a?t2’ b2+ a2t + b2t — 2t + a?t?

(t parametre)

K= {

D ={ }
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Mnb
Pz]b
K
°
L I
5 C Pl)c
Mcd cd
Dessin = Dessin U {Mab7 Mad’ Mbm Mcd} = {A7 37 C, D; K7 Mab7 Mad; Mbc’ Mcd}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .
Les points composés sont My, My, Meq, My .
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:
11
My =1{=,=,0
ab {2a 9’ }
11
My, =10, =, =
be { ) 27 2}
My = { b2 +a’t t (b + a*t) V2 +a?t+b%t — 22t + a?t? )
A et 2t — 2t +a2t2) 2 (B + a2t + 02t — 2t+a2t2) 2 (B2 + a2t + 0%t — 2t + a2t?)
Y _{2b2+2a2t—|—62t—02t+a2t2 t (b* 4+ a*t) —c*t |
@ R a2t + 02t — 2t +a2t?) 2 (P + a2t + b2t — 2t +a2t?) 2 (2 +alt+ b2t — 2t + alt?)

Dessin = Dessin U {Pab7 Padv Pbca Pcd} = {A, B, C, D, K, Mabv Mada Mbca Mcdv Paba Pad7 Pbca Pcd}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C .
Les points composés sont Py, Pyc, Peds Pad -
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

La projection du point My, sur la droite (C'D) est le point P.q de coordonnées barycentriques

p o _ (@ E3P 3%tV — t (a®+3b° —c®+3a’t+ 0%t — 1)

Cd_{4(bQ+a2t+th—c2t+a2t2)’ 4 (B2 +a?t+b2t—cAt+a2t2)
(1—1) (—a® + b+ —a’t+b*t — *t)

4 (> +a?t+b2t—c?t+a’t?)

La projection du point My, sur la droite (AD) est le point P,; de coordonnées barycentriques

P (b2—1—02+a2t) (a2b2—b4—|—a262—|—26202—c4+a4t—a2b2t+a2c2t)
ad =1 4a2c (B2 + a2t + 0%t — 2t + a2 t?) ’
— (0 +a*t) (a®b® —b* —a? P+t +att —a® bt — 3a® i)
4a2c? (B> +a?t+b*t— 2t +at?) ’
a?b? — bt —a? P+t +att —a? bt —3a? Pt
4a? (B2 + a2t + b2t — 2t + a2 t?)

La projection du point M4 sur la droite (AB) est le point P,; de coordonnées barycentriques

P, —a2? 4+ b -3 —att+ bt —a? At -3t + 2t —at 2 + PP t? — a2 P
ab = { 42 (-2 — a2t — 2t + A2t — a?) ’
AP b - +att—bt—3a’ At —bP At + 24t +at 2 —a? b2 t? —3a AP 0}

4¢ (=02 —a?t— b2t + 2t —at?) ’

La projection du point M4 sur la droite (BC) est le point Py de coordonnées barycentriques

Py = {0 26202 4+ 26 =202 +2a* t + 52Vt +b*t —3a2 At — 202 APt + At +3a P+ a? b2 t2 — a? At
be =15 402 (B +a’t+ 02t — 2t + a2 t?)
20207 — 262 + 2022 +2a*t —a? bt — bt —a? Pt 4+ 202 Pt — At a2 - a0 12 —i—a2c2t2}
4a? (V24 a?t+b%t— 2t +a?t?)
Dessin = Dessin U{L} = {A,B,C, D, K, L, Moy, Maa, Myc, Mcd, Pay, Pad; Poc, Pea}
Détermination du point L :
Soit L le point (MypPrq) N (Mp.P,q) . Le point L est composé.
Comme L € (MyP,.q) , on a, en choisissant 'inconnue v
— —_— —_
OL =v; OMy + (1 —v1) OPy
On déduit:
— — — —
OL =a(1) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
(1) aA?+30 - -’ -+ +3dt+ Pt —t—adunt+Punt—Avnt+2ant?
Qa =
4 (24 a?t+b%t—c2t+a?t?)
2 *
a<2) — a( )
4 (B2 +a?t+b%t—c2t+a?t?)
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

(=1+uv1) (=1+¢t) (—a®+b* +? —a®t+ bt — *t)

3) —
a(3) 402+ a2t + b2t — 2L+ a?)

avec
a2)* =20 +a’t+ 3Vt —Ft+alnt—bVut—Fut+3a’t? + 071 — PP

—azultz—b21/1t2+02ult2

Comme L € (My.P,4) , on a, en choisissant I'inconnue pq

— —_— —
OL = py OMye+ (1 — 1) OPyq

On déduit:
— — — —
OL = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC
avec
1) = (L—pm) (B ++a%t) (a®?=b'+ a2 +20 2 -t +a't — b2t + a® Pt)
B 4a?c? (B +a?t+ b2t — 2t +a’t?)
b(2)*
4a?c? (B2 +a?t+ b2t —c2t+ a?t?)
b(3)*
4a? (0> +a’t+ b2t — 2t +a’t?)
avec

b(2) = —a? b 4+ 00+ a? b -2+ a? by — b 4+ a? b R + 02t — 2t VPt 4+ 242 b1t
+att+3a??Pt—a’ctt+2a' VPt —2a2 bt +at Pt —a? vt —a® gt
—aS P+t PP +3at PP+ P —at Pt —at A P
et
b3 =a’bt? — b — PP+ AP b+ a® Ay — A+ att—a? bt —3a? Pt
+atut+3a2? it +aE it +2at py t?
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
(a2+b2—c2) (a2—b2—02+a2t—b2t+02t)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (—1+1)

V1T =

(—a2+b2+02) (a2b2—b4+a202+2b202—C4+a4t—a2b2t+a202t)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) >+ +a’t)

1 =
On déduit que:

202 +a?t+ b2t — 2t) (a?b? — b+ a® P + 202 — At + att — a? b t + a® P )
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B +a?t+b>t—ct+a?t?)
(a®>+0* = +2a%t) (a®b* =" = 0> +a't —a?b*t —2a* Pt — D> Pt + i)
2(a=b—c)(a+b—c)(a=b+c) (a+b+c) (V2 +a?t+b2t—c?t+a%t?) ’
(aQ—bQ—cz—i—aQt—th—i—czt) (a2b2—b4+b202—l—a4t—a2b2t—a202t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+b%t—c2t+a?t?)

L=l

)
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Dessin = Dessin U {Ll} = {A, B, C, D, K, L, Ll, Maba Mada Mbc» Mcda Pab7 Pada Pbca Pcd}
Détermination du point L :

Soit Li le point (MyqPpe) N (McqPap) . Le point L est composé.

Comme L € (My4P) , on a, en choisissant l'inconnue v

On déduit:
s — —
OL; =c¢(1) OA+¢(2) OB+ ¢(3) OC
avec
= (20 +2a%t + b7t — Pt + a®t?)
T T L2t Pt — 2t a2t
c(2)
2) =
O = i+ =2t a2
_ c(3)"
«(3) = 4a? (B2 + a2t + b2t — 2t + a2 t?)
avec

0(2)*:2a2b2+2b4—2b262—2a2b2l/1—2b41/1—|—26262ul—|—2a4t—i—5a2b2t—|—b4t—3a262t
—2b202t—|—c4t—2a4V1t—3a2b2V1t—b4V1t+3a202V1t+26202V1t—c4V1t
+3a4t2+a2b2t2—a262t2—a41/1t2—a2b21/1t2+a202y1t2
et
6(3)*:2a2b2—2b4+2b202—2a2b21/1—|—2b41/1—2b2021/1+2a4t—aQth—b4t—a262t+2b262t
—tt=2a'nt+ Pt + bt —dl Pt =20 Pt + vt at t? —ad? P+ a? AP
—a4V1t2+a2b2V1t2—a2021/1t2

Comme L; € (M.4P,) , on a, en choisissant 'inconnue 1

— —_— —
OLy = p1 OMeqg+ (1 — p1) OPyy

On déduit:
— — — —
OL; =d(1) OA+d(2) OB+ d(3) OC
avec a(1)"
1) =
d(1) 4¢2 (=02 —a?t—b2t+ 2t —a’t?)
d(2)”
d(2) =
2) 4¢2 (=02 —a?t —b2t+c?t —a’t?)
B 4+a?t+b0%t—22t+at?
d(3):m( +a°t+ c't+a )

2 (2 +a?t+ b2t —cAt+a?t?)
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

avec
d1)* = =’ +b* =302+ a® Py — b + VP —adtt+ bt —a? Pt -3 At 4240
+at it =t —a®E it +300E it —2ct it —at 2 +a? 0?2 — a® A% + at o
— 2P+ a3 t?

et
d(2)*:a2b2—b4—5202—a2b2u1+b4u1+b202,u1+a4t—b4t—3a202t—b202t—|—2c4t

—a4u1t+b4u1t+3a262u1t—b2c2,u1t—264u1t+a4t2—a262t2—3a2c2t2
At 2 a0 2 a2
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne
(2b2—|—a2t+b2t—02t) (a2b2—b4+a202+2b262—c4+a4t—a2b2t+a202t)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) 202 +2a?t+ b2t — 2t +a’t?)
(> =02 =2 +a?t =02t +c%t) (a®b? —b' + 0?2 +a't —a®b?t — a® P t)
(a=b—c)(a+b—c)(a=b+c) (a+b+c) (V?+a?t+b2t —2c2t 4 a?1?)

vy =

p1 =
On déduit que:
(202 +a?t + 0%t — 2t) (a®? — b +a® P+ 202 =t +att — a? b t + a® )
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BP+a’t+b2t—c2t+at?)’
(a®+0* = +2a%t) (a®b* =" =0 +a't —a?b*t — 20> Pt — b* Pt + ¢ i)
2(@—=b—c)(a+b—c) (a—b+c)(a+b+c) (B +a?t+b2t—t+a?t?) '
(a?=0* = +a?t =t +2t) (a®0> b+ 02 +at — a’ bt — a® )
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+b*t—c?t+at?)
Donc L =1L, € (Madpbc) N (Mcdpab) N (Mabpcd) N (MbcPad)-

Ly =

2.2 Les quatre cercles d’Euler du quadrilatere inscrit

Exercice 2.2.1
Les deux diagonales [AC| et [BD] d’un quadrilatéere ABC'D inscrit dans un cercle définissent quatre
triangles obtenus en faisant choix de trois sommets du quadrilatére.

1. Déterminer le cercle d’Euler de chacun de ces quatre triangles. Préciser les centres (notés
E.,, Ey,, Eyu,, Ey,) des cercles d’Euler et montrer que les rayons de ces quatre cercles sont égaut.

2. Montrer que 'anticentre L du quadrilatére appartient a chacun de ces cercles d’Euler.

3. Montrer que les points E,,,, E,,, Ey,, E,, sont sur un méme cercle dont le rayon est aussi égal au
rayon des cercles d’Euler et dont le centre est l’anticentre du quadrilatéere ABCD.

4. Montrer que les quatre droites obtenues en joignant chaque sommet du quadrilatere ABCD au
centre du cercle d’Euler formé par les trois autres sommets, sont concourantes en un méme point
dont on précisera les coordonnées barycentriques.
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Solution:

Le cercle d’Euler d’un triangle est le cercle passant par les milieux des 3 cotés du triangle.
Dessin ={A, B,C,D, K, L, My, Moq, Mpc, Mg}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C' .

Les points composés sont D, K, L, My, Mye, Mg, Myq .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont décrites dans 2.1.1.
Dessin = Dessin U{Mj, My} = {A,B,C, D, K, L, My, My, My, Mogq, Mpe, Meq}
Soit M; le milieu de [AC] et My le milieu de [BD].

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont My, Ms .

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

1 1
M = {5,0,=
1 {27 72}
b’ +a?t b +a?t+20%t — At +2a?t? it
(B2 +a?t+b2t—c2t+a?t?)’ 2 (B2 +a?t+ 02t —c2t+at?)’ 2 (=02 —a?t — b2t + 2t —a’t?)

Cercle d’Euler du triangle ABD
Equation du cercle passant par les points My, Mo, M,4:

}

M2:{2
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

— 2t (a2+62—02+2a2t) X2 _ 2 (2b2+a2t+62t—02t) y2

+(—2a%b* —4b* + 202 ® — 24t —8a®D*t — 201t + 3% At + 302 Pt — Mt —4at?
—2a*V*? +2a*F 1) 22

+2 (V=20 +a't —2a* bt — bt —® Pt + P Pt — PV P+ P ) Y Z
—2(a262—b2c2+a4t—|—2a262t—b4t—a202t+b202t+2a4t2—a2b2t2)XZ
+2¢° (b2+a2t—i—b2t—02t+a2t2) XY =0

Les coordonnées du centre E,,, sont

Numg(Ey,)
2(a—=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (2 +a?t+b2t—c*t+a?t?)’
Numy(Eul)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (bB2+a?t+b2t—c2t+a?t2)’
A (a0 + b= +4a? bt + a* 2 4 a? b2 — a® 2 1?)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (b2+a2t+62t—02t+a2t2)}

Em:{

avec
Numy(Ey,)
=a*t? —3a®b* +205 — 3202 -4 P+ 202t + bt —3a* VPt + a® bt + 05t — 3at Pt
4’ t—3b Pt + 32t + 30t — St —dt P+ —dt P —2a2 PP+ Pt
et
Numy(Ey, )
=a*? —a?b* — 2202 -+t St at Pt —3a b 00t —3at Pt — 4aP b2 APt
300t +3a2At+ 30t =St +2a5 2 —3a* P2+ b —4at P2 - 3PP PP+ 242 At
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
a? b? 2

4(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

2 _
R My Mg =

Cercle d’Euler du triangle ABC
Equation du cercle passant par les points My, Mp., M;:

0=(-a>+v"+) X’ + (> - +) Y+ (a®*+b°—*) Z2°—2a°Y Z -2V X Z -2 XY

Les coordonnées du centre £, sont

—(a2b2—b4+a202+26202—c4) a* —a?b? —2a2c% -2+
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)’
a* —2a?b? + bt —a?c? - b2 c?
2(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a—i—b—i—c)}

Euzz{
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
2 B a?b? c?
MabMoe: M 4 (a4 b+c) (a+b—c) (a—b+c) (at+b+c)

Cercle d’Euler du triangle BC'D
Equation du cercle passant par les points My, M g4, Mo:

0= (a262—b4—b2c2+a4t—|—a2b2t—2b4t—3a2c2t+2c4t+2a4t2—2a2b2t2—4a202t2) X2
+ (—a262+b4—b202—a4t+a2b2t+a202t) Y2 — (b2+a2t) (a2+b2—02+2a2t) Z?
+2a? (P +a’t+ bt —cFt+ad’t?) Y Z
+2 (b4+a2b2t+b4t—a202t—2b202t+c4t+a2b2t2—2a2c2t2) XZ
—2 (=P =Pt + bt —a? Pt - 208 Pttt — a4 a? ) XY
Les coordonnées du centre E,, sont

a2 — a2 20 R 2t =20t Rt +2a2 bt — 2022 Pt —aS 2 4 at b2 E 4+ ot 2t

Euy =1 2(a—=b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b%t—c2t+a?t?) ’
Numy(E,y,)
2(a—b—c)(a+b—c)(a=b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+b2t—c2t+a’t?)’
Num(E,,)
2(a=b—c)(a+b—c)(a=b+c) (a+b+c) (b2+a2t+b2t—c2t+a2t2)}
avec
Numy(E,,)

=a't? —a? b =202 - P+ Pt a4 at VPt —3a® b 05t —3at Pt —4a® B2 Pt
30t +3a% At +30% At — St +2a5 2 —3a D22+ @2V 2 —4at PP - 320 AR+ 242 AP
Num(E,,)
=a't? —2a2 0+ — PP - P+ St —a' VPt — bt + 00t —3a At + 24202 Pt — 3bt Pt
+3a?ctt+302 At —St+a 2 —2a* B 2+ a2 —at PP — a2 2 AP
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
R B a?b? c?
MoeMeatsM2 ™ (—a+b+¢) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)

Cercle d’Euler du triangle AC'D
Equation du cercle passant par les points M.q, Myq, Mj:

0=—t (a®b® = b"+b° P +a't—a®b’t —a’’t) X?
+ (2a2b2—2b4+4b202—|—2a4t—a2b2t—b4t+3b2c2t—204t+a4t2—a262t2+a202t2) y?
+ (0®+a?t) (207 +a’t+ b2t — P t) Z°
-2 (a2b2—2b2c2—I—a4t+a2b2t—2a2c2t—b202t+c4t+a4t2) YZ
=20 (P +a*t+b*t—Ft+ad’t?) X Z
+2 (a2b2—b4+a4t—aQth—2a202t—b202t+c4t—a202t2) XY
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Les coordonnées du centre E,, sont

By, = { Numg(Ey,)
e 2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t?)’
a?bt — b5+ 0?4 2a* 0%t — 2020t — 2022 Pt + a2 —atb? 12 — 20t P t? — a? B2 2t + Pt
2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B2 +a?t+b2t—c2t+a?t?) ’
Num,(E,,) )
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b®+a?t+b2t—c2t+a?t?)
avec
Numg(Ey,)
=a'b? —3a?b1 4200 — 3202 —4b P 4207t +aCt —3at Pt + a? bt + 0%t — 3at Pt

4?0t -3 Pt +3a2 At + 30t — St —dt PR+ P —at PR — 202 0P P+ aP P

Num,z(Ey,) = a*b? —2a? b +0° —a?0*® —bv* e +a®t —a bt —a® b t + 0%t —3a* Pt +2a2b? Pt
30t +3a%ctt+300 At — St +aS P —2a PP+ APV -t AP —dP VP
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
2 B a2 b2 2
Mea-Maa:My = 4 (_g 4 b+ ¢) (a+b—c) (a—b+c¢) (a+b+c)

On vérifie que les coordonnées barycentriques de I'anticentre L satisfont I’équation barycentrique de I'un
des cercles d’Euler. En raison de l'invariance du dessin du quadrilatere par rotation circulaire de la liste
A, B,C, D, les coordonnées barycentriques de ’anticentre L satisfont ’équation barycentrique des autres
cercles d’Euler. Les rayons des 4 cercles d’Euler étant égaux, il résulte que les points E,,,, Ey,, Ey;, Euy,
sont sur un méme cercle centré en L. Nous poursuivons ici sans tenir compte de cette remarque.
Equation du cercle passant par les points E,,, Ey,, Fy;:

0=a(l) X?*+a2)Y?+a(3) 2> +a4)Y Z+a(5) X Z +a(6) XY
avec
a(l) = —aS? +2a*b* —a? 0 + 20 0? P —® b P —a? VPt —aBt+4at bt —4a? B0t + 08t + 448 Pt
—a' Pt +a? v Pt - 2052t —6atctt —aP Pttt +4a? St + 202 St — St —2a8 7 + 5450712

—4a* VP + a2+ 6P —5a P —6at A —3aP P2 + 202 5P

a(2) =a%b? —4a*b* +5a%05 — 208 —5a2 0 2 +60° 2 —3a2 Pt -6t + 202 P+ Pt —4aS VPt +4at bt
¥t —2a°Pt+at PPt —a? bt + 40Pt —a? Pttt — 60ttt +2a2 St + 402t — Bt —a® bt
+2a* bt —a? b2 — ' V2Pt + 20261 212 — a2 b2 P

a(3) =a%b? —3a?b° +20° —4a? 2P — 5201 — 65 P + 52t + 601t — 207+ aPt+ 240 b2t
—6at bt +2a20t+ 0%t —4a8 At —11a* b At —11a%0 At — 48 At +6a Pt +13a2 b2t + 60" ¢t
—4a? Pt -4 St +Et+2a8 2 —3a50P 2 + a2 0512 —6a5 P2 —5a VP A2 — 420 A2+ 64t P
+5a2 b ctt? —2a% 5 t?
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

a(4) = —2a? (a*® —2a®b* + 1% — 2022 P+ P + 2t Fabt —a' Pt —a? bt 05t —3at Pt a® b Pt
+3a2ctt — Pt +at? -2 P2+ a? V2 -t P - PP B A —aP 207 P Bt

a(5) = —2b% (a*® =22 + b +a' 2 — PP P — b1 —2a VPt 4 aSt—a' Pt —a? bt + b0t
+ a2t =300 At +300 At — St + a8t =202 + AP0 4 0t PP — 202 BE A 4 a? M)

a(6) = =2 (a* b —2a® b +0° +a' 02 —a? b P -5 P —2a% Pt — b P S 20807t —4at b+ 20200t
+a8t—2a* 2Pt —2a20 Pt 4+t —3at Mt —3a? Pt — 30 At + 302 Pt +307Et — Bt + Pt
—2a50? 8 +at b — P PR — P P PV P -t PR - 2a 0 A 4P B )

Les coordonnées du centre sont

{(2b2+a2t+b2t—c2t) (a0 —b'+a? A+ 202 -t +a't — a? Pt +a® P’ t)
2(-a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t?)
(a2+b2—62+2a2t) (a2b2—b4—b202+a4t—a2b2t—2a202t—b202t—|—c4t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B> +a?t+ b2t —c2t+a?t?)
(a2 0> = +a?t =t +c2t) (a®0? —b* + 022 +at — a’ bt — a® ) \
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B> +a?t+ b2t —ct+a’t?)

9

)

Le centre du cercle passant par les points E,,,, E,,, Ey, est donc le point L anticentre du quadrilatere
inscrit. On vérifie que les coordonnées barycentriques du point £, satisfont 1’équation barycentrique de

ce cercle.
Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

9 a’b?c?
REul,EugyEug = 4 (
—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

A
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Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

Dessin = Dessin U{J1} ={A4,B,C,D, Ey,, Ey,, Ey,, Ey,, J1, K, L, M1, Ma, May, Mag, Mpe, Meq}
Détermination du point Jj :

Soit Jj le point (E,,C) N (E,,D). Le point J; est composé.

Comme J; € (E,,C) , on a, en choisissant l'inconnue v

—

OJi =(1— 1) OC + vy OF,,

On déduit: N . N N
OJi1 =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(1) = (v1a(1)")
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (V?+a?t+b*t—c?t+at?)
a(2) _ 4! (CL(Z)*)
2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+ b2t —c2t+a’t?)
a(3) = a(3)
" 2(a—-b—-c)(at+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b2 +a2t+b2t —c2t+a?t?)
avec

a(1)* =a*t? —=3a*b* +20° —3a20?? —4b P+ 202 P +abt —3a' VPt +a® bt + 05t — 3at Pt

4?0t -3 At +3a2 At 30t — St —adt PR+ P —at PR — 202 0P P+ aP P

a2 =a't? —a?bt —2a% A - A+t +abtFa VPt 3Pt 00t —3at Pt —4ad® bt - 30 Pt
+3a2cAt+302ctt— St +2a° 2 -3 P2+ a2V 2 — 40 A2 —3a2 02 A2+ 2a% P

a(3)* =2a'b? —4a?b* +20% —4a?b? ? — 4D P + 202 ¢t — 2a* Py +4aP by — 2050 + 50700 Py
+5b402yl —3b204y1+2a6t—2a4b2t—2a2b4t+2b6t—6a4c2t—4a2b202t—6b402t+6a2c4t
+6b2ctt—28t—2a8 it +2a* Pt +2a2b it — 200 it + 60t Pt +8aPb Pt
+6b00 P t—6a2ctt—62ctnt+28mt+2a5t? —4a* B2+ 242012 —4a A2
—4a2b202t2+2a2c4t2—2a6V1t2+4a4b2V1t2—2a2641/1t2+5a462ylt2+5a2b202ylt2—3a204l/1t2

Comme J; € (E,,D) , on a, en choisissant I'inconnue g

|

— s
OJi=(1—p) OD+ p OFy,

On déduit: N . N .
OJy =b(1) OA+b(2) OB+b(3) O
avec b(1)*
b(1) = 21 42 2 2 242
2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B> +a?t+b2t—c2t+a?t?)
b(2) = bar
2(a—b—c)(atb—c)(a—b+ec)(a+tb+ec) (b2 +at+b2t—c2t+a?t?)
b *
b(3) = @)

" 2(a—-b—-c)(at+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b2 +a2t+ b2t —c2t+a?t?)
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avec
b(1)* =2a*b? —4a?b* + 205 —4a? 0?2 —4b P 4207 —2a* VP py + 3a® b g — 05 g + 30207
+200 P =Pt +2a8t —4at Pt +2a bt — 40t Pt — 4PV Pt +2a% At —2a8 i t
+3a Pt =202t + 00t +3at Fpnt + 22 At =380 At + 302t gt
—06,u1t—a4b2,u1t2+a264u1t2—a402,u1t2—2a2b2c2,u1t2+a204u1t2

b2 =a* b’y —a? by — 20202 A — b P + 0Py +2ar b2t —4a? bt + 205t — 4a? B2 Pt
—avrPt4 20t t+ab it — 20t Pt + 362Vt — 208 it —3at Pt + 2420 A g t
+Sb4c2,u1t+3a204u1t—c6,u1t+2a6t2—4a462t2+2a2b4t2—4a4c2t2—4a2b202t2+2a204t2
—aS P +3a* 02t =202 2+ 20t A 2 +3a% 02 P g t2 — a? ¢t g
b33 =a't? py —2a® by + 00y —a? VA — b P — 20t Pt +4a® At - 200 Pt +4a® Mt
+4v?ctt =28t +ab it —at Pt — P bt + 08 it —4a? b At — 3t t
3t +28 it +ab it =20t P P+ AP0t —at At — a® 02 P t?
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, u1 donne
2 2
vV = — = —
1 37ﬂ1 3
On déduit que:
Numx(Jl)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b%t—c2t+a?t?)’
Numy(Jq)
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (2+a?t+b2t—c2t+a?t2)
Num,(J1) )
3(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) B +a?t+1?t—c2t+a?t?)

Ji = {

avec
Numg(J1) = a*b* —3a%b* + 205 —3a20? 2 —4b* P + 20 P+ a®t —3a* VPt + a® bt + 05t — 3a Pt
—4a?? At =3Pt +3a2 Mt +307 At — Pt —a PP+ PV P —at PP — 262 VP AP 4 a? P
Numy(J1) = a*b? —a?b* —2a* 0> —b* S + 02 +abt +a*b*t —3a2 bt + 0t — 3a* 2t — 4a? b? Pt
—3v At 4+3a? At +30%ctt — St +2a° 1 —3at PP+ a? b 2 — 40t PP —3a2 P AP+ 247 P
Num,(Jy) = a*b? —2a? b +0° —a?0*? — b1 +aCt —a bt —a® bt + 0%t — 3’ Pt + 20202 Pt — 3b1 Pt
+3a2 At +30%c - St +a®t? —2a" V22 4+ a2 b2 — at PP — P02 PP
On notera que
— 1] — 2 —
OJ1 =5 0C+ - OFy,
3 3
Soit Jo le point (Ey,,A) N (E,,B): on obtient, apres un calcul semblable, Jo = J; donc les droites men-
tionnées dans 1’énoncé sont concourantes.

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page 25



Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

2.3 Les quatre orthocentres du quadrilatere inscrit

Exercice 2.3.1
Soit ABCD un quadrilatére inscrit dans un cercle.

1. Montrer que les orthocentres Hy, Ho, Hs, Hy des quatre triangles que déterminent les deuz diagonales
du quadrilatére sont sur un méme cercle dont on précisera le centre L* et le rayon.

2. Montrer que le milieu du segment [K L*] est l’anticentre L du quadrilatére.

3. Montrer que les orthocentres des quatre triangles que déterminent les deux diagonales du quadrilatere
Hy, Hy, Hs, Hy sont les points A, B,C, D.

4. Montrer que les quatre segments obtenus en joignant chaque sommet du quadrilatére ABCD a
lorthocentre du triangle formé par les trois autres sommets, sont concourants en leur milieu qui est
Uanticentre L.
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A

s
Ly
.
)
.
Y
Y
+

Solution:

Nous conservons les notations de 2.1.1.

Dessin = {4, B,C, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Le point composé est D .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

b2 +a’t t (b? +a*t) —c*t
P4a2t+02t—c2t+a2t2" 2 +a2t+b2t—c2t+a?t2’ b2+ a2t + b2t —c2t+at?

—_— = —_— —
L’orthocentre du triangle A, B, C satisfait AH, - BC =0et BH,- AB = 0.
Les coordonnées de 'orthocentre Hy du triangle A, B , C' sont ainsi

D ={ }

(a® +b? — ?) (a? = b* + ¢?) (—a®+ 0%+ c2) (a® +b? — ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a® + 0%+ %) (a® = b* + )
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—l—b—i—c)}

H =1

)

—_— — —_— —
L’orthocentre du triangle B, C', D satisfait BHy- CD =0et CHs- BC = 0.
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Les coordonnées de 'orthocentre Ho du triangle B, C' ; D sont ainsi
(a2+b2—02+2a2t) (a2b2—b4+6202+a4t—a2b2t—a202t)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+b2t—c2t+a?t?)
(a2+62—02+2a2t) (a2b2—b4—6202+a4t—a262t—2a202t—6202t+c4t)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (P+a?t+bt—2t+a%t?) ~’
(a? =02 =2 +a?t—b*t+c%t) (a®b? — b1+ 02 +a't — a® b’ t — a® 2 t)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (B> +a?t+b?t—2t+a’t?)

Hy = {-

L’orthocentre du triangle C', D, A satisfait C'—Hg) . DA=0c¢t Bﬁg . CD = 0.

Les coordonnées de 'orthocentre Hs du triangle C', D , A sont ainsi

(202 +a?t+ b2t —*t) (a® 02 = b+ a2+ 2072 =t att — a? VPt + a® P t)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (B®+a?t+b2t—2t+a?t2)
(20 +a?t+ 02t — 2 t) (a?b® — b+ b P+ a’t — a® b*t — a® )

(a—b—c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B +a?t+b2t—c2t+a?t2)

(a2 =0> = +a?t =t +c2t) (a®0> = b+ 02 +a't — a’ bt — a® *t)

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t?)

Hy = {~

L’orthocentre du triangle D, A, B satisfait D—H;; “AB =0 et A—I‘Li . DA =0.
Les coordonnées de 'orthocentre H, du triangle D, A , B sont ainsi
(202 +a?t + b2t — 2t) (a®b? — b +a® P + 202 — M+ att — a? b2t + a® P )
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (PP +a?t+b2t—c2t+a?t?)
(a2+b2—62+2a2t) (a2b2—b4—b202—|—a4t—a262t—2a202t—b202t+c4t)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B>+a?t+b%t—c2t+a?t2)
? (a®+ b —c?+2a%t) (202 + >t + b7t — 32 t)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (b2+a2t+b2t—c2t+a2t2)}

Hy={-

Equation du cercle passant par les points Hy, Hs, Hs:

0=(a®=b*—c?) (> +b* = +2a%t) (a®V* —b* + 0?2 +a't —a?b*t — a® P t) X2
+(@® =+ ) 2 +d®t+ 0%t — ) (20— PP 4 att —a’ bt —a’ P t) Y2
+ 2 (a2—|—b2—02) (a2+b2—c2—|—2a2t) (2b2—|—a2t+b2t—c2t) 72
+a)YZ+a2)XZ+a3) XY
avec
a(1) = (a®0* —3a® b +20° +6a%b* ¢ — 205 —3a® bt — 200t + 207 4 Pt + 2007t — 6a’ bt
+2a205t 4+t —2a5t+6a* >Rt +6a>0 Pt -2t —10a2 P At +2a2 St + 2025t — St
+2a8t2 =352 2 + a® b2 — S A2+ 40 VP A2+ A — 4t AP - 5a? P 4302 PP
a(2) = (a®b* —3a%0° +20° + 'V A+ 4a% 0 P — 10 —5aP Pt — At At 32 P + Pt + 24507t
—6at bt +2a205t+ 08t —2a5 2t +6a* VP APt +6a2b Pt -2t —10a2 VPt +2a® St
+26206t—08t—|—2a8t2—3a6b2t2+a2b6t2—2a602t2+6a4b202t2—2a4c4t2—3a2b204t2+2a206t2)
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a(3) = (a®b? +a bt =502 +30° +4a?b* 2 — 45 P - 322 A - A+ 202 S+ aBt+ 4403t — 100t b1t
+4a20t+ 0%t —2a° Pt +2a 2Pt +2a20 At — 2052t —8aP VPt +2a2 St + 202 Pt — St
+3a%2 =552 2 4 a' b 2 + @002 — 48 PP+ 4a' V2P —at P - 3aP VP AP+ 202 Bt

Le logiciel de calcul symbolique vérifie que les coordonnées barycentriques du point Hy satisfont cette

équation.
Les coordonnées du centre sont
L= - Num, (L")
Y (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a’t+b2t—c2t+a?t?)’
Numy(L*)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (®+a?t+b2t—c2t+at?)’
Num, (L") )
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b>t—c2t+a?t?)
avec
Numg(L*) = a*b* +a?b* — 205 +a? 0> ® + 406 2 — 2% c* + Pt +3a? b2t —3a? bt — b0t — o' Pt + 44 V? Pt

+300 Pt —a? At =30t + St +2a5 2 — VP2 — AP — P 202 P P — PP

Numy(L*) = a®b? + a?b* — 205 —2a*0* & + 02 + 0% +aSt +3a* b2t —3a% b t — 15t —3a* Pt —4a®b* Pt
+v Pt +3a% Attt — St +2a 1 —at P —a? b2 — 4t PP — PV AR+ 247 AP

Numy(L*) = a®v? —2a*b* + 05+ a* 0> 2 +0* 2 —20% ¢ +a%t —a* b*t —a® bt + 00t — a* Pt + 64?2 Pt
Pt —a? Attt + 4+ a P —2af P P+ APVt P+ APV A - 202 AP

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

R2 B a2b262
Hy,Ha,Hs — (—a—l—b+0) (a—l—b—C) (a—b—|—c) (a+b+c)

La demi-somme des coordonnées barycentriques des points K et L* est égale aux coordonnées barycen-

triques du point L anticentre du quadrilatere.
L’orthocentre M du triangle Hy HoH3 satisfait HiM - HoHs =0 et HoM - Hi{Hs = 0.
Les coordonnées de 'orthocentre M du triangle HyHoHg sont ainsi

M = {0,0,1}

Ainsi M = A. On procede de méme pour les autres triangles.
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Dessin = Dessin U{J1} = {A,B,C,D, Hy,Hs, H3, Hy, J1 }
Détermination du point Jj :

Soit Jj le point (H1D) N (H2A) . Le point J; est composé.
Comme J; € (H1D) , on a, en choisissant l'inconnue v

—

OJ1 = (1 —Vl) 0—5—{—1/1 OH;

On déduit: N . . .
OJ1 =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec (1)*
a
1) =
W = o) @rb—0 (a—bt0) (et bto) Pr@itiPi—Ei1aD)
a(2) = a2y
C(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+bt+c) b2+ a2t +b2t —c2t+a?t?)
a3) = a3y
C(a=b-c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b2+a2t+b2t — 2t +a2t?)
avec

a(l)* =a*t? =220 + 05 — 20202 20 P+ B2 —2ar P +2a7 0 1 + 262 0P Py + Bt
—2a* bt +a?brt—2a* Pt —2a° P Pt+ At -2 it Pt + 0t +3at Pyt

—3b4c2V1t—|—3b2C4l/1t—061/1t—a6V1t2-|—a2b4ylt2—2a2b2c2V1t2+a2041/1t2
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a(2)* = AP =0 =282 P+ 0Pt +at Pt =282 00— 2a2 0P P — 200 P+ b2t
+alt+a? vt =200t —3atEnt+3Ent+3a vt —Smt+a®t? — 24 b2t
+ a2 2 =20 P2 —2a2 VP A2+ a? +2a4b21/1t2 — 2a2b4V1t2 +2a’b? P t?
a(3)" = AP —2a20 i + 000 — B2t —dt P4+ 2a2 P Pt - At 2a e+ 202t — St
+a61/1t—a4b21/1t—a2b4y1t+661/1t—3a2041/1t—362041/115—1—2061/115—1—@61/1152
—2a* VP P+ a? bt 2 — aP Pty tP
Comme J; € (H2A) , on a, en choisissant I'inconnue pq
OJi = (1 - m) OA+u OH;

—

On déduit:
— — —
OJ1 =b(1) OA+b(2) OB+b(3) OC

avec
b(1) = bLr
(a—b—c)(a+tb—c)(a—b+c)(a+b+c) (B2+a2t+b2t—c2t+at?)
b(2):u1 (a2+b2—c2+2a2t) (a2b2—b4—6202—|—a4t—a,zbzt—QanQt—b2c2t—|—c4t)
(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t?)
b(3)—'u1 (a2—b2—62+a2t—62t+62t) (a262—b4+b262+a4t—a2b2t—a202t)
 (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b2 +a?t+b2t—c2t+ a?t?)

avec

(1) =a'b? —2a2b* +0° —2a2 022 — 20 2 + 02t — 20 DP g + 202 bty + 262 02 P g + Bt
—a'?t—a? bt + 05t —3a' Pt —2a2 0P At -3 Pt +3a% Mt + 303t — Pt —2a8 gt
—ad Pt 4Pt =t 50t At +300 At — 4P At -3 At
+ S t+aSt? —2a* P2+ a0 — 20 AP 222 PP+ P AP —3aS P+ 4t b £?
—a?bt P+ dat P +2a22 At — a2

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

1 1

M=y M=y

On déduit que:
J = {(2b2+a2t+b2t—02t) (a?0? — b+ a? 4202 — +alt —a? b2t +a® P t)
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t?)
(a2+b2—c2+2a2t) (a2b2—b4—b202—|—a4t—a2b2t—2a202t—b202t+c4t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+b>t—c2t+ a?t?)

(> =02 = +a?t =t +c2t) (a®b? — b+ 022 +a't —a? bt — a® *t)
2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (b2+a2t+b2t—02t+a2t2)}

donc Jy = L est l'anticentre du quadrilatére. Par permutation circulaire sur les points A, B,C, D, on

9

Y

obtient la derniere assertion de 1’énoncé.
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2.4 Propriétés de ’anticentre

Exercice 2.4.1
Soit L l’anticentre d’un quadrilatére ABCD inscrit dans un cercle.

1. Montrer que le milieu du segment [LK] est le centre de gravité G du quadrilatére ABCD.

2. Montrer que L appartient aux quatre droites de Simson, chacune étant obtenue par choiz d’un
sommet du quadrilatére relativement au triangle formé par les 3 autres sommets restants.

Nous conservons les notations de 2.1.1.

Dessin = {A,B,C,D, K, L}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont D, K, L .

Les coordonnées barycentriques sont décrites en 2.1.1.
Dessin = Dessin U{G} ={A,B,C,D,G, K, L}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est G .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:
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202 +2a2t+ b2t —2t+ a2 P4+ a2t +20%t—At+2a%t2 P+ a2t +b02t—22t+ a? 2
402 +a2t+b2t—c2t+a?t2) 4 (B2 +a?t+b2t—c2t+a?t2) 4 (b2 + a2t + b2t — 2t +a?t2)

G ={ }

—
Calculons le vecteur KG . On a:

— — —

KG =a(1) OA +a(2) OB +a(3) O

avec (1)*
all) =7 (a—b—c) (a+b—c) (a—b—i—c)cza—i-b—i-c) (0% + a2t + 02t — 2t + a2 t?)
a(2) = a(2)”
4(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (BP+a?t+b2t—c2t+a?t?)
a(3) = a(3)
d(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+ b2t —c2t+ a’t?)
et

a(1)* = —2a*? + 205 — 41 + 207 —2a8t —3at VPt +4a? bt + 00t + 30 Pt — 4PV Pt — 30 Pt
+302ctt -t —3a%t +2a 22 + a2 2 + 20 A2 —2a2 B2 P12 4 o P

a(2)* =a'b? +2a% 6" =300 —2a2 D2 A+ 200 A+ 0Pt +abt+4a' Pt —3a2 bt — 209t —3at Pt —4aP b Pt
+3v 2t +3a% At -t 42012 —2a2 012 —4a* P2+ 20> P

a(3)* =ab? —2a% 6" + 05 + 20202 P + 2061 — 303t + At —atb?t — P bt + 05t + 8a% b Pt — 3a® Mt
—30? At 428t + a8t —2a* P2+ AP+ 200 PP+ 242 0P AP - 3a2 AP

—
Calculons le vecteur GL . On a:

GL = b(1) OA +b(2) OB + b(3) OC
b(1) =a(l)  b2)=a2)  b3)=a3)
On a ainsi

— —
KG = GL
Le milieu du segment [LK] est donc le centre de gravité G du quadrilatere ABCD.

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page 33



Chapitre 2  Quadrilatére inscrit dans un cercle Géométrie des quadrilateres par U'informatique

)
%
ol
>

Dessin = Dessin U {Pl, PQ} = {A, B,C,D,G,K, L, P, PQ}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont Py, P .

La projection du point D sur la droite (AB) est le point P; de coordonnées barycentriques

—2b% —a?t—b*t+ 2t t(—a2—62+c2—2a2t)
(=02 —a?t —b2t+c2t—a?t2)" 2 (b2 — a2t — b2t + 2t — a?t?)

P1:{2 70}

La projection du point D sur la droite (BC) est le point P» de coordonnées barycentriques

(b2+a2t) (a2—|—b2—02—|—2a2t) aZb? — b+ 022 +att—a?b?t—a? P
2a2 (B> +a’t+ b2t —c2t+a?t?)  2a® (B> +a?t+ b2t — 2t +a?t?)

P, =10, }

—_—
Calculons le vecteur PiL . On a:

— —

PiL = c(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

e (1) = a? (20 +a?t+ 0%t —c?t) (a® — b2 — P +a?t — b t + *t)
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (V¥ +a?t+b*t—c2t+ at?)

o(2) = b2 (a® + 0% —c?+2a’t) (> =02 — 2+ a’t — bt + 2t
2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2 +a?t+b2t—c?t+a?t?)
o(3) = (az—bQ—cz—}—aQt—th—l—cQt) (a2b2—b4—|—b202—|—a4t—a2b2t—a202t)

" 2(a—b—c)(at+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (b2+at+b2t—c2t+ a?t?)
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—
Calculons le vecteur P; P, . On a:
—

—— — —
PPy =d(1) OA+d(2) OB +d(3) O

avec
a(1) = — (20 +a?t+ b7t — 2t)
2 (P +a’t+b%t—c2t+a’t?)
4(2) = b? (a® +b% = +2a’t)
2a? (V¥ +a?t+ 0%t —c2t+a?t?)
d(3) = a’b? b+ 2 +att —a? bt —a’ Pt
2a? (V¥ +a?t+ 0%t —c2t+a?t?)
On & ainsi — a? (a2—b2—02+a2t—b2t+02t) —
PL= PPy

a* —2a?2b2 +b* —2a2c2 —-202c%2 + 4
Le point L appartient donc a la droite de Simson du point D relativement au triangle ABC. Comme le
quadrilatere ABCD est invariant lorsque 'on change les notations des sommets par rotation circulaire,
on obtient 2).

Exercice 2.4.2

L’anticentre L d’un quadrilatére ABCD inscrit dans un cercle est ’orthocentre du triangle MiMsJ,
avec M milieu de la diagonale [AC], My milieu de la diagonale [BD] du quadrilatére ABCD et J le
point (BD) N (AC).
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Solution:

Dessin = {A, B,C, D}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est D .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

b? +a’t t (b? +a*t) —c2t
b2+ a2t +b%t —c2t+a2t2" b2 + a2t + 02t —c2t+a2t2’ b2+ a2t + b2t — 2t +a2t?
Dessin = Dessin U{M;, My} = {A, B,C, D, My, M}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C .
Les points composés sont My, M> .
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

D=

}

1 1
Ml == {57 07 5}

b2 +a’t b +a’t+20%t— Pt +2a? t? —c*t
2 (B2 4a?t+02t—c2t+a?t?)’ 2 (2 +a?t+ b2t —c2t+a?t2)" 2 (B2 + a2t + b2t — 2t + a?t?)
Dessin = Dessin U{J} = {A, B,C, D, J, My, My}
Détermination du point J :
Soit J le point (BD) N (AC) . Le point J est composé.
Comme J € (BD) , on a, en choisissant l'inconnue v

My = {

}

— —_ —
OJ=u1n OB+(1—V1) oD

On déduit:
— — — O—>

OJ =a(l) OA+a(2) OB+ a(3)
avec
o(1) = (1 —11) (b* +a?t)
b2+ a2t + b2t — 2t +a2t?
B2y + 02t 4+ a2t — vt + a?t?
b2 +a?t+ b2t —c?t+a?t?
A(1—-u)t
—b%2 —a?t—b2t+ 2t — a?t?

Comme J € (AC) , on a, en choisissant I'inconnue

a(2) =

a(3) =

— —_— —
OJ:/M OA—F(I—/M) ocC

La résolution du systeme linéaire d’inconnues v, 41 donne

b2 +a?t t (b* +a*t)
= —_— nmm=-——-7r
M= a2 — 2t LT T a2t — 2t
On déduit que:
b2 +a?t —c2t

}

J: ) )
{b2+a2t—02t b2 4+ a2t —c2t
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—_— — ——
L’orthocentre Ly du triangle My, My, J satisfait MyLq - MyJ =0 et MsLy - M1 Mo = 0.
Les coordonnées de 'orthocentre L; du triangle My, Ms , J sont ainsi

202+ a*t+ bt — 2t) (a®b? — b+ a* 4207 — A +att — a? b it + a? )
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B2+a?t+b>t—c2t+a?t?)
(a2+b2—62+2a2t) (a2b2—b4—b202—|—a4t—a2b2t—2a202t—b202t+c4t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b%t—c2t+a?t2) '
(a> =02 =2+ a2t —b*t+c*t) (a®b? — b+ 02 ? +alt —a? bt — a® P t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (B2 +a?t+b%t—c2t+a?t?)

L=

i

Donc Lq est 'anticentre du quadrilatere ABCD.
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CHAPITRE

3

Quadrilateres orthodiagonaux

3 Quadrilateres orthodiagonaux

3.1 Quadrilatere orthodiagonal

Un quadrilatere orthodiagonal ABC'D est un quadrilatere dans lequel les diagonales (AC) et (BD) sont
— —

orthogonales. Comme (—2) AC- BD = AB?—~BC?+CD?—DA? un quadrilatére ABCD est quadrilatere

orthodiagonal ABCD si et seulement si

AB%? — BC?+CD? - DA%*=0

Exercice 3.1.1
Soit ABC'D un quadrilatére orthodiagonal.

1. Montrer que l’on peut adopter pour coordonnées barycentriques du point D [’expression

(a2 +b2— 62) (1-vy) (—a2 + 0%+ 02) (1—1y)

dépendant d’un parametre y, le repére barycentrique étant A, B, C.

2. Montrer que les segments joignant les milieux de deuzx cotés opposés du quadrilatére ont la méme
longueur.

3. Montrer que les milieux des quatre cotés du quadrilatére appartiennent a un méme cercle dont le
centre est le centre de gravité du quadrilatére.

Nous rappelons les notations:
le milieu du segment
le milieu du segment
le milieu du segment
le milieu du segment

AB] est le point My,
BC(] est le point My,
CD] est le point M4
DA] est le point My
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A

Mad A M,

Mcd Mb

C

Solution:

Dessin ={A, B,C, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est D .

Les coordonnées barycentriques du point composé sont, a priori:

D = {%y»l—l‘—y}
. . H H 7 N 7’
Le produit scalaire BD - AC' est égal & zéro et a pour valeur

A+ - =20z —a’y—by+ Ay

_— —
BD - AC =
2
1l sui a4 —a?y—b2ytcly s . o
suit que x = 352 . En reportant cette valeur dans l’expression D = {z,y,1 — = — y},

on obtient (ag L 02) (1- 2 2 2 _

B y) (el +?+e?) 1-y)

D= { 9 bQ ' Ys 9 b2 }

Dessin = Dessin U {Mab, Mg, My, Mcd} = {A, B,C,D, M., Myq, My, Mcd}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont My, My, Meq, Myg .

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

11
Mab = {5’5’0}

11

My, = {0,=, -

be {07272}
A @+ =) (1—y) y —a®>+30PP+2+a’y—bvy— 3y
cd_{ 452 757 452 }
Mo = a?+302 - —aly-by+ly y (—a*+0*+*) (1—vy)
ad_{ 4 b2 a§7 452 }
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La distance Machzd est égale a

AB? (-1+4vy) (-a>+ V¥ + 2 +a’y+ b2y —2y)

Moy Mgy = T
BC? (—1+y) (a®> =302 = —ad’y+ b2y +2y)
8 b2
AC? (—a? + 2+ 2+ a?y+ Py —2y) (> =302 -2 —ad®y+ by +2y)
16 b4
soit ( 2)
Num (MM
2 _ abMeq
MapMea = 662
avec

Num(MgpM2) = —a* +2a®b? + 30" +2a> 2+ 2022 — ' +2a'y —4a® VP y +2by — 4d* Py
4 Py+2ty—at P +2a202 2 — b y? +2a2 AP+ 202 Pyt — ¢ty

La distance MbCMgd est égale a

AB? (—1+4vy) (-a*> =32 + P+’ y+ b’y — Py)

My Mgy = T
BC? (—1+y) (a®+0? - —ad’y+ b2y + 2y)
+ 8 b2
AC? (—a? =30+ 2 +aly+bPy—2y) (AP + 02— —ad?y+b2y+cty)

16 b*

soit, apres calculs,
MbcMgd = MabMCQd
Equation du cercle passant par les points Mp., Mg, Myq:
0= (—a4+4a262—3b4—|—2a2c2—4b2c2—c4+a4y—2a2b2y—i—b4y—2a262y—2b2c2y—|—c4y) X?

+(a4—4a2b2+3b4—2a2c2—4b202+c4—a4y+2a262y—b4y+2a202y+2b202y—c4y) y?
—|—(—a4—4a2b2—Sb4+2a202+4b202—c4+a4y—2a262y+b4y—2a202y—2b2c2y+c4y) Z?
+2 (fa4+5b4+2a2c2—04+a4y72a2b2y+b4y72a202y72b202y+c4y) XZ
+8a*V’Y Z+8V XY

Cette expression est nulle pour X =1, Y =1 et Z = 0, donc, en raison de ’homogénéité de I'expression,

M, appartient au cercle passant par les points My, M.q, Mq.
Les coordonnées du centre de ce cercle sont

a?+30 - —ad?y—Vy+cty 1+y —a®?+30++a’y—by—cy
{ 8 b2 o4 8 b2 }

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

2
R2 _ Num(RMbc:Mcdead)
Mpye,Meqg,Maq — 64 b2
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avec
Num(R%mecd’Mad) =—a"+2a° P+ 30" + 2022 + 207 — M+ 2aty — 4P VP y + 201y —4a® Py
4 Py+2cty—at P +2a2 027 — bt y? + 202 Ay 4202 Py — ¢ty

Dessin = Dessin U{G} = {A, B,C, D, My, Myq, Mpe, Mog}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est G .

Les coordonnées barycentriques de G sont (moyenne pondéré des coordonnées barycentriques des points
A,B,C,D):

a2+3b27027a2y762y+02y 14y fa2+3b2+02+a2y7b2y762y

G=A 8 b2 VI 82

}

On retrouve 'expression des coordonnées barycentriques du centre du cercle.

3.2 Quadrilatere orthodiagonal cyclique

Un quadrilatere orthodiagonal cyclique ABC D est un quadrilatere dont les sommets A, B, C, D sont situés
sur un méme cercle (le point D appartient au cercle circonscrit au triangle ABC') pour lequel les diagonales
(AC) et (BD) sont orthogonales.

Exercice 3.2.1 coordonnées barycentriques
Soit D un point appartenant au cercle circonscrit I' d’un triangle ABC, donc D a des coordonnées
barycentriques de la forme

D= V2 +a’t t (b?+a?t) —c*t
2 a2t 2t — Rt + a2 R+ a2t + 2t —Rt+ a2t 2+ alt+ b2t — 2t +at?

}

avec t paramétre. Montrer que la valeur de t telle que ABCD soit un quadrilatére orthodiagonal est

b (—a® +b° +¢?)

t =
at —a?b?2 —2a%2c2 —b2c2 4 ¢4

Préciser alors l'expression des coordonnées barycentriques de D.

Solution:

Dessin = {A, B,C, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .
Le point composé est D .

b +a’t t (b* 4+ a*t) —ct
b2+ a2t +b2t—c2t+a?t2’ b2 +a?t+b2t—c2t+a?t2’ b2+ a2t + b2t —c2t 4 a?t?
—_— s
On a AC- BD =0, donc

D ={ }

- -0+ att—adP Pt -2t -t + =0
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qui implique
v* (—a® +b* + )

t =
at —a?b?2—-2a%2¢2 —0b2c2 4 4

11 suit que

(a2+b2—02) (—a4+a2b2+2a202+6202—c4) (a2—b2—02) (a2+b2—02)
b(a—b+c)(atb—c)(—a+b+c)(a+b+c) (—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
(—a2+b2+02) (—a4+a2 b2+2a2c2—|—6202—c4)

b2 (a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) }

D=

Exercice 3.2.2
Soit ABC'D un quadrilatére orthodiagonal cyclique.

1. Montrer que ’anticentre du quadrilatére coincide avec le point d’intersection des diagonales.

2. Montrer que les projections Py, P,q, Pye, Peq de Uanticentre sur les quatre cotés du quadrilatére
appartiennent a un méme cercle I'y qui passe également par les milieur des quatre cotés du quadri-
latére.

3. Montrer que le quadrilatére Py, Pyq, P, Peq ayant pour sommets les projections de l’anticentre sur
les quatre cotés de ABCD, est circonscriptible a un cercle I's de centre Q (ce qui signifie que les
quatre cétés de ce quadrilatére sont tangents a un méme cercle). Caleuler KQ?, K étant le centre
du cercle ' passant par A, B,C, D.
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Solution:
Pour un quadrilatere quelconque, les coordonnées barycentriques de 'anticentre L sont

(202 +a®t+ 0%t — 2t) (a®b? — b +a® P+ 202 — M +att — a? b t + a® P )
2(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (B +a’t+b2t—c2t+at?)’
(a2+b2—02+2a2t) (a2b2—b4—b2c2—|—a4t—a2b2t—2a2c2t—6202t—|—c4t)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—=b+c)(a+b+c) (B2+a?t+b2t—c2t+a?t2) ’
(a2 =02 =2+ a2t —b*t+c*t) (a®b? — b+ 02 ? +att — bt — a® P t)
2(a—b—c) (a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (b2 +a?t+b%t—c2t+a?t?)

L={

Comme ABCD est un quadrilatere orthodiagonal, on a

b (—a® + 0%+ ¢?)

t =
at —a?b? —2a?c2 —b2c2 4 ¢t

Dessin ={A, B,C, D, L}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont D, L .

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

(a? + 0> =) (—a* +a?b* +2a%> 2+ 0?2 — ) (a? =% = ?) (a® +b* — ?)
b (a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (—a+b+c) (a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)’
(—a2 + 0%+ 02) (—a4 +a’b? +2a’c 4+ b2 — 04)
b2 (a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
a? + b2 — 2 0 —a2+b2—|—02}
202 T 22
Dessin = Dessin U{L;} = {A,B,C,D,L,L;}
Détermination du point L :
Soit L; le point (AC) N (BD) . Le point Ly est composé.
Comme L; € (AC) , on a, en choisissant 'inconnue v4

D= {

L=

O—M>=V10—z>4+(1—V1) Fd

Comme L; € (BD) , on a, en choisissant I'inconnue

_— =

OL; = 1y OB + (1 — 1) OD

On déduit:

— — — —
OL; =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
b(1) = (a2+b2—cz) (—a4+a2b2+2a202+b202—c4) (=14 1)
N b2 (—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
b(2) = —at + b +2a% -t 2at iy — 20202y —4a’ A pp — 202 g +2ct

(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page 43



Chapitre 3  Quadrilatéres orthodiagonaux Géométrie des quadrilateres par 'informatique

p3) = T HE) (Cd+ B 2a 40— ) (14 )
— b2 (—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)

La résolution du systeme linéaire d’inconnues vy, 41 donne

a? + b2 — 2 B (a2—b2—02) (a2+b2—02)
22 ul_2(a4—a262—2a202—b202+c4)

vy =

On déduit que:
I — {a2 +2b;2— c? 0 —a? ;gj + 02}
On a donc L; = L anticentre du quadrilatere.
Dessin = Dessin U {Mab, Mada Mbm Mcd} = {A, B, C, D, L, Ll, Maba Mada Mbc, Mcd}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C' .
Le milieu du segment [AB] (resp. [BC], [CD], [DA]) est le point My (resp. Mpe, Meq,Maq).
Les points composés sont M, My, Meq, Myq -
On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

%7%’0} My, = {07%7%}
My = { (a2+b2—02) (a4—a2b2—2a262—b202+c4) (—a2+b2+c2) (a2+b2—02)
T 9 (—atb—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)2(a—b—c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
—ab+3a*? —3a2b*+ 05 4+3a* P —4a??> 2 -3 2 -3a2A + 2t + 8
202 (—a+b—c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) }
aS+a*b? —3a’b* + 0% —3a*c? —4a’b? P -3 +3a>A + 302 -5
202 (—a+b—c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)
(—a2 +b% + 02) (a2 +b? — 02) (—a2 +b% + 02) (a4 —a?b? —2a’c2 -2+ 04)
2(a—b—c)(a+b—c)(a=b+c)(a+b+c) 22 (—a+b—c)(a+b—c)(—a+b+c)(a+b+c)
Dessin = Dessin U {Pab7 Pad; Pbm Pcd} = {A, B, C, D, L,Ll, M(lb7 Mad, Mbm Mcd; Pab; Pad7 Pbm Pcd}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont Py, Pye, Peg, Paa -
La projection du point L sur la droite (C'D) est le point P.; de coordonnées barycentriques

—(a2—1—b2—02) (a4—a2b2—2a202—b202+c4) (a2—b2—02) (a2+62—c2)

Pog =A{ 44 2 ’ 4 b2 2 ’
(anbeCQ) (a4fb472a20272b262+c4)

4 b4 2 }

Mab:{

I

Mad:{

)

}

La projection du point L sur la droite (AD) est le point P,y de coordonnées barycentriques
P {— (a2 + b2 —02) (a4 —2a?b? — bt — 2422 +c4) (a2 —b? —02) (a2 + b2 —62)
ad — 102 b1 ’ 102 0? ’
(a2 —b? —cz) (a4 —a?b? —2a*c? —b? 2 +c4)}
4a2 bt
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La projection du point L sur la droite (AB) est le point P,;, de coordonnées barycentriques

(@a+b—c)(a—b+c) (—a+b+c) (a+b+e) (—a®+02+c2)
462 c2 ’ 462 2 0}

Py = {
La projection du point L sur la droite (BC') est le point Py, de coordonnées barycentriques

@2+ 0>~ ) (—a+b+c)(a+b—c) (a—b—+c) (atb+e)
4q2 b2 ’ 4 a2 b?

Pbc = {07
Equation du cercle I'y passant par les points P.g, P,q, Pap:

0= (aZ—bQ—CQ)QXQ—(a—b—c) (a+b—c)(a—b+e) (a+btc)Y?
+ (@402 224 Y 242 (a'30 —2d> P+ M) X Z— 4P EXY
Les coordonnées du centre de I'; sont
aS+a*b? —3a?b* +5 —3a*c? —4a?b? 2 -3 A +3a2cF+30%2* -8
42 (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) ’
—v? (a2 —b? +c2)
2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c)
—a6+3a4b2—3a2b4+66—|—3a402—4a2b202—36402—3a204+6264+c6}
42 (a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)

{

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

2
Num(RPcdzpadvpab)

R} =
FeaFaa:Pob ™ 1682 (a —b—¢) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
avec
Num(R%cd’PmPab) = —a® +2a%0? — 2% + 08 +4a5c® —2a*V? ? —4a® b1 — 208 ¢

—6a*c* —2a2?ct +4a> B +2028 - B

On vérifie sans difficultés que les coordonnées barycentriques des points Mgy, Myq, Mpe, Mg €t Py satis-
font I’équation du cercle.

Dessin = Dessin U {K, M} = {A, B, C, D, K, L, Ll, M, Maba Mada Mbc, Mcd; Paba Pad7 Pbc; Pcd}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .

Soit M un point quelconque destiné a devenir le centre du cercle tangent au quadrilatere Py, Pyg, Poc, Ped-
Les points composés sont M, K, avec K centre du cercle circonscrit au triangle ABC .

On déduit les coordonnées barycentriques des points composés:

M = {:anvl_x_y}
a? (a® —b* — ?) b? (—a2+b2 — %)
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c)(a+b+c) (—ma+b—c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c)’
? (a® +b* = ¢?)
(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a—}—b—l—c)}

K=
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A

C

Dessin = Dessin U {Rl, RQ, Rg, R4} = {A, B, C, D, K, L, Ll, M, Maba Mada Mbc: Mcdv Paba Pad7 Pbc, Pcda
Rb R27 R37 R4}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C' .

Les points composés sont Ry, Ro, Rg, R4 .

La projection du point M sur la droite (P,;P,) est le point R; de coordonnées barycentriques

Numy(R1) Numy(Ri1) Num,(R1)

By ={ 8a2btc? 7 8a?b%2c2 7’ 8a?bt }

avec

Numg(Ry) = —a%b? +3a* b +a?05 —30° —a8? + 20" 0 +3a% 0 ? + 8052 +3at ' — a? b2t — 601 !
328+ -4+ 482 +4a%0 -85+ 4b Pt —4a? W0y + 408y — 120° 2y
+4a?p?cty+ 120ty — 43Sy

Numy(Ry) = a® —3a*b? —a®b* +30° —a*? +2a*0* ? — 5 —a?c* + vt + P +4a? b x — 400z
+4bvr e +4a?bry — 45 y+4a22 Ay +8b Py —4v?cty

Num,(Ry) = a® —a*v® + 30?0 —30° —3a* A+ 2> 2 + 50 +3a® =02 c' — B —4a? bl a4+ 4152
—4b P —4a? bty + 40y —4a? P Py — 8 Py + 4ty

La projection du point M sur la droite (P, Pp) est le point Ry de coordonnées barycentriques

Numg(R2) Numy(R2) Num,(R2)

Ry ={ 8bvtc?2 7 8a?2bic?2 7 8a?dt }

avec avec
Numg(Ro) = a® +a*0? —a?b* —0° —3a* ? —2a% 2 + 0 A +3a° A + 02 — P —4a P2+ 402 bz

+8a’? P r+4bta — 42t —4a* VP y+4a’ by +4a®0 Py
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Numy(Rg) = —a® —a® b +a*b* +a? V0 + 405 +5a* b +2a? b P + 15 c? —6a* c* —Ta?b? ¢t - 3b* !
+4a2 S +302S - B +4aVx —4a'brr—12a' P A+ 124200 e +4bt e — 42 P
+4a50?y—4da*bry —8a' b’ Py+ 4Pty +4d2Vty

Num,(Ry) = —a® —3a* 0> +5a*b* — b +3a* A +6a* 0> +3b* 2 —3a?c* =37t + P +4a* V2
—4a?b e -8’V P — 4 P +4P A+ 4at Py —4aP by —4a® 2 Py
La projection du point M sur la droite (Py.P.q) est le point R3 de coordonnées barycentriques

Numg(R3) Numy(Rs3) NumZ(Rg)}
8b*c? 7 8a?b2c? 7 8a?btc?

Rs ={
avec avec
Numg(R3) = —a® —a* > + a? b + 05 +3a* 2 + 220 2 — v ? — 3> -t + S+ 4a?bra — 4082
+4b P +4a* by —4a®bry — 44202 Ay
Numy(R3) =aS+a' P —a?v - —at P+ 2a2 2 P+ 301 -l -3+ P —4ad? b a4+ 40
—4btr —4a Py +4aPbry+4a® 2 Py
Num,(R3) =a® —2a*b* +0° —3a5® —a? > 2+ 7a* b 2 - 3052 +3a* P + 2202t + 301t —a? B — 2
— 4 e +8a®W0r — 4 — 4PV P+ 4P — 48V y+8at bty —4a? 0y +4at v Py
—4a’btly
La projection du point M sur la droite (P.qP,q) est le point Ry de coordonnées barycentriques

Numg(Ry Numy(Ry) Numz(R4)}
8a2bbc?’ 8aZbic? ' 8a21bc?

Ry =/

avec

Numg(Ry) = —a'® —a®b? + a0 + a8 +5a® 2+ 7a50? > + 4a* b ® + 3005 + 08 ¢? — 1048 ¢ — 157 0% ¢
—11a?bv* ¢t — 4t +10a* S+ 1320 S+ 601 - 562 S -4 S+ A0+ 4a Pz —4a° b2
—16a°*Pr+4a?0 e+ 24a* Pt a4+ 122 b P a+ 45t 2 — 16202 Cx —8v  Ca+ 402 Sa
+4a%y—4a®?y—20a8 Py +40a°cty+24at B2ty +12a2 bty + 405ty —40at Sy
—32a202 Py — 1200 Py +20a2 By + 1202 Sy — 460y

Numy(Ry) =a®4+ a5 —a' bt —a®0° — 48 -5 VP —2a2 0 P 05 P +6at ¢t + Ta? WPt + 301
—4a28 -3+ -4 VP +4at e+ 1208 P P — 124200 A —4bt P e+ 402 P
—4aPy+4a°P?y+16a° APy +4a?v* Py —24a' cty—12a2° 0Pty — 4t ty+16a2 Ly
+802 Py —4cly

Num(Ry) = +a'® —2a°b* +a?® —5a%c? —3a° 0 +a* v ? + 7?05 2+ 1008 c* + 9a* V2 ¢* + 402 b* &
+09c —10a* - 9?0 — 301 4502 +302 -0 —4aP 0?4+ 8a8 b —4at b0
+16a°? - 120 P x —4a? 0 — 240 Bt + 16022 Ca+ 401 Sr— 42 S —4al¥y
+8a®b?y —4aSb*y +20a8 Py —16a°02 Py —4a?5 2y —40a5 Pty +40a* Cy+16a2 %Sy
+4b Py —20a2By -80Sy +4cP0y
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On doit avoir
0= MR? — MR
=(-1+z+y) (a4—b4—2a202+c4—2a2b2x+2b4x+262c2$—2a2b2y+2b4y—2b202y)
0= MR} — MR
:m(a4+2a2b2—|—b4—2a202—QbQCQ—|—c4—2a2b2x—2b4$+26202m—4a2b2y)
0= MR} — MR}
= (—a? =P+ +2b%z+2d%y —2%y) (PVPz—ble - Pr+aty—a®bPy—2d° Py -’ Py +cty)
Il résulte que

a? + b2 — 2
r=—pp  ¥=0

donc, on obtient

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®+b*—c?) (b*+?)

8 a2 b* c? ’
(> =0* = c?) (a®+b* =) (a*>=b*+c%) (a—b—c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a® —b* — ?)
8a?b? c? ’ 8a? b }

R = {

(a—b+c)(a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (a*+b*—?)
R2 :{ )
8bd 2
(az—bz—cz) ((12+b2—62) (a4—a2b2—2a262—b262+64)
8 a2 bt c? ’
(a—b—c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a*> —b* - ?)
8a? bt }
(a—b+c) (a+b—c) (—a+b+c) (a+b+c) (a®+b*—c?)
R3:{ )
8 b 2
(a2—b2—02) (a2+b2—02) (a2—b2—|—c2)
8a2b?c? ’
(a®>+b?) (a—b—c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (a®—b*—c?)
S8a2btc? }
A+ —A) R (—a?+02+A) (P+2—c) (a* —a?b? =202 — b2 2+ ¢
Ry = { 4
4 8a? bb ¢2 ’ 8a? bt c? ’
(—a®+b* + %) Ry
8a?bb 2 }

avec
Ry=a®—2a°0? +a' b —4a5 +3a' VP +4a® V1 A+ +6atct — bt —4a E -2 B+ B

Ry =a®%—a%b® —a® b +a®0° —4a° P+ 4’ P+ 6atct +3a207 At + et —4a S 2025+ B
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Equation du cercle I'y passant par les points Ri, Rs, Rs:

O:(a2—b2—02)2(a8—2a4b4+b8—4a602—4a4b202+12a2b462—4b6c2+6a4c4—|—8a2b204+6b404
—4a®c5 — 425+ &) X?

ta-b—c?@a+tb—cP@—b+c)P(@+b+c)’ (a®+0*—2ac+c?) (a®+b*+2ac+c?) Y?
+(a2+b2—02)2(a8—4a662+6a4b4—4a2b6+68—4a602+8a4b202+12a2b402+6a4c4
—4a’p?ct =20t — 40+ F) 722

+2(a—b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (a2—b2—02)2(a2+bz—02)2YZ

+2 (a2—b2—c2) (a2+b2—62) (a® —2a0% +2a%b° —b® —4ac® +2a 022 +16a*b* ® + 205 2
+6atct +2a*0*ct —4a S 202 E + )X Z

+2(a=b—c)(a+b—c)(a—b+c)(a+b+c) (a2—b2—02)2(a2+b2—02)2XY

Les coordonnées du centre 2 de I'y sont

a? + b — 2 0 —a? 4+ b% + 2

202 T 202

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

Q= h

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2—b2—02)2(&2+b2—62)2

R3 =
Ri1,R2,R3 64 a2 bs 2

Dessin = Dessin U {Q} = {A, B, C, D, K, L, Ll, M, Maba Mad, Mbc; Mcd; Q, Pab; Pad; Pbm Pcd,
Rl) R27 R37 R4}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est € .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

a? + b2 — 2 —a? + b + 2

donc €2 est 'anticentre L.
La distance QR? est égale a

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (a2—b2—c2)2(a2+62—02)2

64 a2 bb 2
donc le cercle I'y est tangent aux cotés du quadrilatere Py, Py, Pyc, Peg-
La distance QK? est égale &

QR? =

Num(QK?)

QK* = 402 (a—b—c) (a+b—c)(a—=b+c) (a+b+c)

avec
Num(QK?) =a® —2a%% 420?05 — 0% —4a® 2 +2a'V? & — 40?0 + 205 * + 6a' ¢!

+2a20° At —4a’S 2025 + B
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CHAPITRE

4

Quadrilatére bicentrique

4 Quadrilatere bicentrique

4.1 Quadrilatere circonscriptible

Un quadrilatere dont les sommets appartiennent a un méme cercle est appelé quadrilatére inscriptible (en
anglais ”cyclic quadrilateral”). Un quadrilatére dont les quatre cotés sont tangents & un méme cercle est
dit circonscriptible & ce cercle.

B
B
C C
A
D
Quadrilatére Quadrilatére
inscriptible circonscriptible D

Quadrilatére inscriptible non-circonscriptible
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Exercice 4.1.1 Un théoreme de Newton
La droite passant par les milieux des diagonales d’un quadrilatere circonscriptible contient le centre du
cercle inscrit.

Solution:

On pose
A=—a'"+2a*? v +2a° P+ 20 —ct=(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)>0

Dessin ={A,B,C,D, K}

Le repere barycentrique choisi est Ay = A,B1 = B,C1 =C .
Les points composés sont K, D .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

a® (a2 — b — (32) b2 (—a2 +b? — (32) c? (—a2 — b+ 02)
A ’ A ’ A }
b2 +a’t t (b%+a’t) —c2t
B2+a2t+ b2t —c2t+a2t2’ 02+ a2t + b2t — 2t +a?t2’ 2+ a2t + b2t — 2t +a2t?
Dessin = Dessin U{Ml,Mg,Mg,M4} = {A,B,C,D,K, Ml,MQ,M3,M4}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .

K= {

D = { }
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Les points composés sont My, My, M3, My .
Un point M; situé sur la perpendiculaire & (AK) passant par A est

My = {1+b* - b2 %)
Un point Ms situé sur la perpendiculaire a (BK) passant par B est

My ={a*1-d®+ 2, -2}
Un point M3 situé sur la perpendiculaire a (C'K) passant par C' est

Ms = {—a? b* 1+ a® - b’}
Un point My situé sur la perpendiculaire & (DK) passant par D est

R+ =02 +a2t+2a?2b2t+a* 2 —b*+ 02t —2a20%t+a?t? — a* 2 + a? A2 12
b2+ a2t + b2t —c2t+ a?t? ’ W2+ a2t + b2t — 2t + a?t?

(2 —t—at?)

Pt i it )

Dessin = Dessin U{As} = {A, Ay, B,C, D, K, My, My, M3, My}

Détermination du point Ag :

Soit Aj le point (AM;) N (BMz) . Le point A est composé.

Comme Ay € (AM;) , on a, en choisissant l'inconnue nu

My ={

)

— —

-
OAs = nu; OA+ (1 — nul) OM,

On déduit:

— — —

OA, = a(1) OA + a(2) OB + a(3) OC

avec
a(l) =1+b* - —b*nuy + 2 nuy

a(2) = b (=14 nuy)
a(3) = (1 —nuy)

Comme Ay € (BM3) , on a, en choisissant I'inconnue mu;
— —_—
OA2 = muy OB + (1 — mul) OM2

On déduit:

— — —

OAs = b(1) OA + b(2) OB + b(3) OC

avec
b(1) = a® (1 — muy)

b(2) = 1—a®>+ 2+ a®mup — muy

b(3) = % (=14 muy)
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La résolution du systeme linéaire d’inconnues nuq, mu; donne

1+a?+b%—c? —14a?+v? -2
nup = mu, =
! a? +b2 —c? ! a? + b2 — ¢2
On déduit que:
a? b2 2

Ay =

2 {a2+b2—02’a2+b2702’faz—b2+02}
Dessin = Dessin U {Bg} = {A, Ay, B,By,C,D, K, My, My, M3, M4}
Détermination du point B> :

Soit By le point (BMas) N (C'Ms3) . On obtient de méme:

a® b? c?
By =g —m —armia _—arpra)
a* —b*—c* —a*+ b+ —a*+b°+c

Dessin = Dessin U{Cy} = {A, As, B, Bo,C,Cy, D, K, My, My, M3, My}
Détermination du point Cj :

Soit Cy le point (CM3) N (DMy) . On obtient de méme:

Cy = { a® (b2 + a? t) —b? (b2 + a? t)
2T 2 S Rttt — a2 02t — a2t a2 D2 — 0P+ b2+ att — a2 b2t — a2 2t

? (b27a2t) )
a?b? — bt + b2+ att —a?b?t —a?ct
Dessin = Dessin U {DQ} = {A,AQ,B,BQ, C, CQ,D,DQ,K, Ml,MQ,M3,M4}

Détermination du point Ds :
Soit Ds le point (DMy4) N (AM;) . On obtient de méme:

Dy = { 20 + a*t bt —c*t
2T R 2+ Rt — 2202+ a2t — 2202 + a2t + b2t — 2t
Dessin = Dessin U {Jl, Jg} = {A,AQ,B,BQ,C, CQ,D,DQ, Jl, JQ,K, Ml,Mz,Mg,M4}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .
Les points composés sont Jq, Js .

}

On obtient:
5= a* (b? +a®t — *t)
PN @ 2= ) (@@ — b 22+ att— a2 6%t — a2 t)
—bt (b2—62+a2t)
(@402 —c2) (a?02 —b*+ 022 +a*t —a?b?t —a? 2t)’
c? (b4—b202—a4t+a262t) )
(a2 +b2—c?) (@202 —b* +b2c2 +a*t —a? b2t — a2 2t)
J { 2020 — bt — b2 +att —a? Pt bt (1+1)
2:

(@2 —=b%—c?) 224+ a?t+ b2t —2t) (—a2 + 02+ ) (202 +a?t + b2t —c?t)’
c? (b2+a2t—02t) )
(—a? 4+ b2+ ) 202+ a?t + b2t —2t)

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page

53



Chapitre 4  Quadrilateére bicentrique Géométrie des quadrilateres par I'informatique

On a ainsi
a? (a2—bQ—62) (2b2—|—a2t+b2t—02t) —

b2 (a* —2a?b2 +b* —2a2c2 — 2022+ ) Sz

—
JIK =

Nota:
Le carré de l’aire du quadrilatere ABC'D a pour valeur:

(—a+b+c)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) (B2 +at —c2t)°
16 (02 4 a2t + b2t — 2t + a2 2)?

aire(ABCD)? =

Le carré de laire du quadrilatere Ao BoCo Do a pour valeur:

aiTG(AQBQCQDQ)Q
408 (—a+b+c) (a+b—c) c* (a—b+c) (a+b+c) (B +a2t—2t)°
(a2 =12 —2)? (a2 + b2 — )2 (202 + a2t + b2t — 2 1)? (a2 b2 — b + b2 + att — a2 b2t — a2 2 t)?

4.2 Quadrilatere bicentrique

Un quadrilatére bicentrique est un quadrilatere a la fois inscriptible et circonscriptible.

C

Quadrilatere bicentrique
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Exercice 4.2.1 un quadrilatére inscriptible particulier
Soit T' le cercle circonscrit a un triangle ABC (R rayon de I', K le centre) et D le point de I' de
coordonnées barycentriques

b2 +a’t t (b + a*t) —c?t

D =
{b2—|—a2t+b2t—c2t—|—a2t2’b2+a2t+b2t—02t+a2t2’b2+a2t+b2t—c2t—|—a2t2

}

le réel t étant solution de l’équation polynomiale en t
0=a?b®> —b*—2ab’c+ b2+ (a4 —a?? —2a%c—4ab’c+b? P +2ac? —04) t—4act?
Soit K1 le point de coordonnées barycentriques

a(a—c) b2 +2a’t (a—c)c

K — b) )
! {a2+b2—c2—|—2a2t a?24+b2 —c2+2a?t’a?24+b%2 —-c2+2at

}

1. Montrer que K1 est le centre d’un cercle I'y tangent auz 4 cotés du quadrilatere ABC'D. Préciser
I’équation barycentrique de I'y et son rayon .

2. Montrer que
5 (R>+KKf) _ 1
(R2 - KK?)2 r?
3. Calculer laire du quadrilatéere ABCD en fonction de a,b,c. Vérifier que

aire*(ABCD) = AB - BC -CD - AD

Solution:
Les valeurs de ¢ solutions de 1’équation polynomiale

0:a2b2—b4—2ab2c—|—b2c2—l—(a4—a2b2—2a3c—4ab20—|—b202+2a03—04) t—4a®ct?

sont
a*—a?b? —2ac—4abPc+ b +2a -t 4+ (a—c) Vo

t =
S8adc

avec
§=(a-b+c)(a+btec) (a* —a®b* —da*c+6ab’c+6a’c® —b*c* —4dac® +c?)

Dans lce qui suit, nous n’optons pas pour ces valeurs explicites de t et préférons effectuer les calculs en
substituant le plus souvent possible t? par I’expression
a’b? —bt —2ab’c+ b2 +att—a?b’t—2act—dabPct+ 02t +2acPt —
4adc

Dessin ={A,B,C, D, J}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C .
Les points composés sont D, J .
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Les coordonnées barycentriques du point D deviennent:

D= { —4ac (b2+a2t) —4act (bz—l-aQt)
 Y—a+b—c)(at+b+tc) (b2 +a2t—c2t) (—a+b—c) (a+b+c) (b2 +a2t —c2t)’
dacdt )
(@a—b+c)(a+b+c) (b2 —a’t+c2t)
a C
T = re e

(la droite (BJ) est la bissectrice intérieure issue du sommet B, on a K € (BJ)).
Dessin = Dessin U{K} ={A,B,C,D, J, K}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .

Le point composé est K7 .

On déduit les coordonnées barycentriques du point composé:

Ki = { a (a—c) b2 +2a’t (a—c)c
a2+ —c2+2a%2t’a?+02—c2+2a%t a?+ 0% —c2+2a%t
Dessin = Dessin U {Pab, Pada Pbcy Pcd} = {A, B, C, D, J, Kl, Paba Pada Pbca Pcd}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C .
Les points composés sont Py, Pyc, Peds Pad -
La projection du point K sur la droite (C'D) est le point P.; de coordonnées barycentriques

}

Py =1 2a (a—c) (b*+a®t) (a—c)(a—=b—=c) (a+b—2c)
T V@212 — 2+ 2a2t) B2+ ait—c2t) 2c (a2 + b2 — 2+ 2a2t)
Numz(Pcd)

}

2a (a2 + 0% —c2+2a%t) (b2 + a2t —c2t)
avec
Num(Peq) = —B rabt+ e+ b+ abP A —dlt+ VP t+atct+adP b et —2a3 At
+3ab?Pt+2a2Et - Et—actt+ At

La projection du point K sur la droite (AD) est le point P,; de coordonnées barycentriques

P _{ Numz(Pad)
“ T 90 (—a2 =2+ 2 —2a%t) (=02 —a®t + )’
(a—c)(a—b—=c) (a+b—c) —2(a—c) 3t

}

2a (a2 +02—c2+2a%t) (a2 +02—c2+2a%t) (b2 + a2t —c2t)
avec
Numy(Paq) = b2 —abt —a?Pe+3bc+3ab?P -3+t —ad Pt —atet+3aP Vet +2a® A3t
+ab?Pt—2a2Et+02Et+actt -t
La projection du point K sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques

(—a+c)(a—b+c)(a+b+c) a®—ab?—a’c—b’c—ac®+c—4a’ct
2¢ (—a? = b2 +c2—2a%t) 2¢ (—a? — b2+ 2 —2a2t)

Py ={ ,0}
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La projection du point K sur la droite (BC') est le point Py, de coordonnées barycentriques

ad+3ab®—a’c—bc—act+c3+4a®t (a—c) (a—b+c) (a+b+e)

Py = {0
be =10, 2a (a2 + b2 — 2 +2a%t) " 2a (a®+ 1% — 2+ 2a%t)

}

La distance K1 P est égale a

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c) (b2+a2t+act)2
4(a2 402 —c24+2a2t)* (2 + a2t + 02t — 2t + a2 t2)
(a—c) (ma+b+ec)(a+b—c) (a—b+c) (a+b+c)
4(a? + 02 — 2 +2a2t)°

On vérifie avec le logiciel les égalités
K,P. = K\P% = K\ P2, = K, P2,
Equation du cercle passant par les points P.q, P,q, Pab, Phe:

0=c'(a®b*+2a3b* —3ab% —3ab?c—6a’b c+0c+2a30* P +6ab*? +2a% 0% — 20" 3 —3ab?c!
+024+a"t -2t +a® bt —3aSct —2a VPt —11a?bret +a® At + 43P At +Tab* Pt +5at St
+8a2? At -t Pt —5actt—10ab’ctt —a? Pt + 202 At +3acbt — T t) X2
+a?2 (a—b+c) (a+b+c) (@3 —ab* —a?bPc—blc—abl® P+ VS +a°t —a®b*t —atct —a? b ct
—2a3Pt—3ab’Ft+2a2 3t + 2 Stdactt—ESt)Y?
+at (a—b—c)(a+b—c) (@ —ab? —a®V?c+3bc—ab’ S+ VS +ad°t—a® bt —atct +3a® VP ct
—2a3Pt+ab?Ft+ 223t + P Et+actt—AEt) 22
—2a*(a—¢c)(a—b—c)(a+b—c)c(a—b+c) (a+tb+tc) (B*+a*t—c2t)YZ
+(a—=b—c)(a+b—=c) (@b —2a°b* +a®b° —a®b?c+2a? b c —a? V0 c—a®b? ? — 23 b1 ? — a bl P
+a*t?E —2a201E 453+t +2ab Pt —a? PP 200 —abP E+ 02T +adt —2a" VPt + dP bt
—alct+2a°b et —atbret —2a" Pt —2a3 0 Pt +2a5 3t —2a% VBt +2d° At +5abt Tt — 24t At
—4a* Pt -0 Pt —2a3 Pt —6ab* Pt +2a%cTt+ 202t talt - X Z
+2a(a—c)E (a—b+c)(a+b+c) (@®b? —b" —2ab’c+ > +a't —a®b*t —2a®ct —4ab’ct +b* 3t
+2alt—c't)XY
Les coordonnées du centre K7 sont
a(a—c) b2 +2at (a—c)c
a?+b02—c2+2a2t’ a2 +02—c2+2a?t’ a?+ b2 — % +2at

K ={ }

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur
(a—c)? (—a+b+e) (a+b—c) (a—b+¢) (a+b+c)
4(a?+ b2 — 2 +2a2t)?

Dessin = Dessin U{K} = {A,B,C, D, J, K, K1, Py, Pad, Poc, Peq}
Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

2 _ p2 —
r _RPcdapadapab_

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page 57



Chapitre 4 Quadrilatéere bicentrique Géométrie des quadrilateres par 'informatique

Les points composés sont K .
Les coordonnées barycentriques de K centre du cercle circonscrit sont classiques.
La distance K K? est égale &

a? (a—c)c (2a?b? —b* —3ab?c+ > +2a*t —a®b*t —2a’ct —ab?ct —2a* Pt +2a’t)

KK} = :
(—a+b+c) (a+b—rc) (a®> +b%> — 2+ 2d?t)

La distance R? = AK? est égale &

AR a?b? c?
~ (~a+b+c)(a+tb—c)(a—b+c)(a+b+c)
La relation 2 % = 4 s’obtient par évaluation préalable du membre de gauche dans lequel on
(RZ-KK?2) T

substitue aussi souvent que possible ¢? par son expression polynémiale de degré 1.
L’aire au carré du quadrilatere ABC'D a alors pour valeur (cf la section ”Aire du quadrilatere”)

a? (—a+b+c)(at+b—c)c?

)
ABCD) =
aire’(ABCD) (a—b+c) (a+b+c)
On a )
oD’ - (b? +a?t)
b2+ a2t +b2t—c2t+a?t?
AD? — a’ct?
b2t a2t + b2t — 2t + a?t?
donc
2
AB?BC?CD* AD? = @l (7 + o)
(02 + a2t + b2t — 2t + a2 12)?
On a
AB2BC?op? ap? — @b =0 (atb =07
(a—b+c)(a+b+c)
a4c4t2(b2+a2t)2 atla—b—c¢)?(a+b—c)*c
(02 4 a2t + 02t — 2t + a2 12)? (a—b+c)(a+b+c)?

4 oq (@0 b —2ab?c+b?c +att—a?b?t —2adct —dabPct + b2t +2actt — Attt —4dadct?) p.
=a"c

(a—b+c)(a+b+c)” (B2 +at+ 02t — 2t + a2t2)?
=0

puisque
0=a?b®—b*—2ab?c+ 1>+ (a4—a262—2a30—4abzc+bzc2+2ac3—04) t—4a®ct?
avec

Ly = — 0 420 c— PP —adtt— PVt + 20t +2a%ct — 302 Pt —2a Pt +
—2a*? +2a% V22 — 24 2 2

Novembre 2014 Jean-Paul Jurzak Page 58



Chapitre 4 Quadrilatére bicentrique Géométrie des quadrilateres par I'informatique

Exercice 4.2.2
Soient ABC' un triangle (K le centre du cercle circonscrit au triangle), D et K les points de coordonnées

barycentriques
—¢) (a+c¢) | (a—c) (a+c)
b2 9 ) b2 }

p—(—
a(a+c) b? c(a+c) )
(a—b+c)(a+b+c) (—ma+b—c)(a+b+c) (a—b+c) (a+b+c)

Montrer que les points A, B,C, D sont cocycliques et que K1 est centre d’un cercle tangent auzx 4 cotés
du quadrilatere ABCD.

Ky ={

On notera que les directions (BD) et (AC) sont paralléles.

Solution:

Dessin = {4, B,C, D}

Le repere barycentrique choisi est A, B,C .
Le point composé est D .

On a:
—(a—c)(a+c) , (a—c) (a+c)
D = { b2 ’1’ b2 }
Dessin = Dessin U{K} = {A,B,C,D, K}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C' .
Le point composé est K7 .
On a:
a(a+c) v? c(a+c)

e T g arbra Carb—0 @rvre) a—bra (@tbso
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Dessin = Dessin U {Pab, Pada Pbca Pcd} = {A, B, C, D, Kl, Paba Pada Pbca Pcd}

Le repeére barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont Py, Pyc, Pedy Pad -

La projection du point K sur la droite (C'D) est le point P.; de coordonnées barycentriques

(a—c¢)? (a4+¢) —(a—c) (a+b—c) (a+c) (—a+b+ec)
2b%¢ T 2¢ 2b%¢

Pcd:{ }

La projection du point K sur la droite (AD) est le point P,; de coordonnées barycentriques

(a+b—c)(a+c)(—a+b+¢c) a—c (a—c) (a+c)

P, =
aa = { 2 a b2 " 2a 2 a b?

}

La projection du point K sur la droite (AB) est le point P, de coordonnées barycentriques

a+c —a+c

P, =
ab {20’ 2¢

70}

La projection du point K sur la droite (BC') est le point Py, de coordonnées barycentriques

}

a—c a+c
Py =10, ——
be = {0, 2a ' 2a

La distance K 1P3b est égale a

(a+b—c) (a+c) (—a+b+c)

K\P% =
15ab 4(a—b+c) (a+b+c)

On vérifie sans difficultés que
K\P% = K\ P} = K\ P%, = K| P,

Equation du cercle de centre K7 passant par les points P.q, Payq, Pap, Pre:
0=(a—¢)?X%+(a+¢)?Y?+ (a—c)* 22
—2(a—c)(a+c)YZ+2 (a®>-20*—2ac+c?) XZ+2(a—c)(a+c) XY

Le rayon au carré de ce cercle a pour valeur

R2 _(~a+b+c)(a+b—c) (a+c)?
Pea:Pad:Fab = 4 (4 —b4¢) (a+ b+ c)

Dessin = Dessin U{K} = {A, B,C, D, K, K1, Pay, Pad, Poc, Peq}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est K .

Les coordonnées barycentriques de K sont:

a? ((12 — b2 — 02) b2 (—(12 + b2 — 02)

Géométrie des quadrilateres par I'informatique

K = {
@ (a2 +b% - ?)
(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)

}
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Chapitre 4 Quadrilatére bicentrique

La distance K K? est égale &

KK12 _ a2 b? 2

(—a+b+c)(a+b—c)(a—b+c) (a+b+c)
Le rayon (au carré) R? du cercle circonscrit est égal & AK? avec

a2 b? 2

AR = @it 9@ g @iito

Donc K appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
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CHAPITRE

5

Quadrilatére equailic

5 Quadrilatere equilic

5.1 Le quadrilatere equilic

Un quadrilatére equilic est un quadrilatere ABC D dans lequel AB = CD et le total des angles ZA et /D
vaut 120 degrés.

Ce quadrilatere est étudié dans Gardfunkel, J., ”The Equilic Quadrilateral.”, Pi Mu Epsilon J. 7, pages
317-329 1981.

La démonstration automatique permet de démontrer sans difficultés les propriétés de tels quadrilateres.
Apres lecture de la démonstration ci-dessous, le lecteur pourra généraliser de tels résultats a des quadri-
lateres dotés de nouvelles conditions (modifier par exemple la condition AB = C'D, modifier le total des
angles ZA et /D, ...etc).

Exercice 5.1.1
Soient ABC'D wun quadrilatére equilic, Ay, By, C1, Dy les milieux respectifs des segments [AB], [BC],
[CD] et [DA], E le milieu de la diagonale [AC|, F le milieu de la diagonale [BD].

1. Déterminer les coordonnées barycentriques du point D en s’appuyant sur l'image du point B par la
rotation de centre A, d’angle 5. En déduire les coordonnées barycentriques des autres points.

2. Démontrer que les figures BiEF et D1 EF sont des triangles équilatérauz.

3. Déterminer les coordonnées barycentriques du centre J du losange BiyED1F'. Le point J coincide-t-il
avec le point d’intersection des droites (A1Cy) et (B1D1)?

Solution:

1). Soit W l'image du point B par la rotation de centre A, d’angle 7.

Dessin ={A, B,C, W}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est W .

L’image du point B par la rotation d’angle § de centre A est le point W de coordonnées barycentriques:

V3a2 — V30 + V32 + VAN —V3a®+ V30 + V3 + VA —\/§c2}
2V ’ 2V VA

W=
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Dessin = Dessin U{D} = {A, B,C,D, W}
Le repeére barycentrique choisi est A, B, C .
Le point composé est D .

% % ’ . . ’
Comme BW = CD, les coordonnées barycentriques du point composé sont:

V3a2 = V302 + V32 + VA —V3a® + V3V + V32— VA -3+ ﬁ}
2V ’ 2V VA

Dessin = Dessin U{A;, B1,C1,D1,E, F} ={A, A,B,B,,C,C1,D,Dy,E,F,W}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont Ay, By,C1, D1, E, F .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

D= {

11
Ay :{5,5,0}
11
Br=1055)
. {\/ﬁag—\/ﬁb%\/ﬁc%ﬁ —V3a2+ V302 + V32—V —\/§c2+2ﬁ}
b 4V/A ’ 4V/A 2V
5 _{\/§a2—\/§b2+\/§c2+3\f —V3ad® + V36 + V32— VA —\/§c2+ﬁ}
b 4\ ’ IRV 2
11
E:{§707§}
P {x/§a2—x/?§b2+\/§c2+ﬁ —V3a®>+ V30 + V32 + VA —x/§c2+ﬁ}
B 4v/X ’ 4V T2V

La distance EF? est égale &

V3AC? &2 (\/§a2 V3R V3 ﬁ)

V3 BC? ¢? (—\/§a2+\/§b2+\/§c2+ﬁ)
EF? = +

8\ 8\
AB* (—v3a® +V31 — V3 + V1) (—VBa? + V3P + VB + V)
16 \

_'_
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soit )
c

EF? = —
4

La distance EB? est égale &
ABQ 2
pp: =22 ¢
4 4

La distance By F? est égale a

- VBBCrd (~vBa>+ VBB 4+ VBE - VA)  VBAC?S (Va2 - VBB 4+ V3 +VA)

B F? =
! S\ + EP)
AB* (V3a2 = V30— V3 + V) (VBa® — V312 + V32 + V)
+
16 )\

Soit )

B F? =<

4

La distance D1 E? est égale &

VBBC? & (—VBa2 + VB0 +V3¢ - VX)) VBAC?E (VBa® — V31 + V3 + VD)

D E? =
! 8 A * 8 A
AB* (V3a2 = V31 = V3 + V) (VBa® = V312 + V3c2 + V)
+
16 A
soit )
DE? =5
4
La distance D1 F? est égale &
2 2
pp? = A<
4 4

Dessin = Dessin U {J} = {A, A,B,B1,C,Cy,D,D1,E, F, J, W}
Le repére barycentrique choisi est A, B, C .
Le point composé est J .
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Les coordonnées barycentriques du point composé sont (moyenne des coordonnées barycentriques des
points By et Dy):

V3a2 = V302 + V3 +3VA —V3a? + V3PP + V32 + VA =32 +2V

J = ? )
t 8VA 8VA 4v/\ J
Dessin = Dessin U{J,} = {4, 41,B,B,,C,C1,D,D\,E,F, J, J, W}
Détermination du point Jj :
Soit Ji le point (A1C1) N (B1D1) . Le point J; est composé.
Comme J; € (A1C4) , on a, en choisissant 'inconnue vy
— — —
OJi =v1 OA; + (1 — Vl) oC;
On déduit:
— — — —
OJi =a(l) OA+a(2) OB +a(3) OC
avec
a(1) = V3a? — VB3V + V3 —V3a? v + V302 — V3 + VA + 1 VA
4v/2
a2) = = 3a2 + V302 +V32 +V3aPv — V3V — V3 v — VA4 3 VA
4v/X
(1— 1) (—\/§c2+2ﬁ)
a(3) =
2v/A
Comme J; € (B1D1) , on a, en choisissant 'inconnue
— — —
OJr=pu OBy + (1 —p1) ODy
On déduit:
— — — —
OJ1 =b(1) OA+b(2) OB +b(3) OC
avec
(1—p) (\/§a2 — V302 + V3¢ +3\5>
b(l) =
4v/2
b(2) = = 3>+ V30 + V32 +V3a2 i — V302 — V3 — VA + 3 VA
4v/\
b(3) = = 32 +V32 1 +VA
2V
La résolution du systeme linéaire d’inconnues v1, 1 donne
_1 _ 1
=5 1 =75

On déduit que:

V3a? — V302 + V32 +3VA —V3a®+ V32 + V32 + VA —V3c2 +2VA

=4 8VA 8V SVRV/Y

}
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On a donc J = Jj, donc le point J coincide avec le point d’intersection des droites (A1C1) et (B1Dy).

Exercice 5.1.2

Soient ABC'D un quadrilatére equilic, M le point d’intersection des droites (AB) et (CD), E le milieu
de la diagonale [AC], F le milieu de la diagonale [BD]. Soient ACK (resp. BJC, BLD) le triangle
équilatéral tourné vers 'extérieur qui s’appuie sur le coté [AC] (resp. sur le coté [BC], [BD]).

1. Montrer que J est le milieu de K L.
2. Démontrer que les points M, J, L, K appartiennent a une méme droite A.
3. Montrer que (E'F) est paralléle a la droite (JKL).

4. Soit AM1 D le triangle équilatéral recouvrant le triangle ABC' qui s’appuie sur le coté [AD]. Montrer
que My € A.

B, C

Solution:
Soit W I'image du point B par la rotation de centre A, d’angle 3.
Dessin ={A, B,C, W}
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Le repére barycentrique choisi est A, B, C .
Le point composé est W .
L’image du point B par la rotation d’angle § de centre A est le point W de coordonnées barycentriques:

V3a? — V30 + V32 + VA —V3a®+ V30 + V3 + VA —V3
2vA ’ 2vVA T VA

Dessin = Dessin U{D} = {A, B,C,D, W}

Le repére barycentrique choisi est A, B, C .

Le point composé est D .

w={

}

—
Comme BW = CD, les coordonnées barycentriques du point composé sont:

V3a? — V3P + 32+ VA —V3a? + V3P + V32— VA =32+ VA
2V ’ 2V RO

Dessin = Dessin U{M} ={A,B,C,D, M, W}

Détermination du point M :

Soit M le point (AB) N (CD) .Le point M est composé.

On obtient:

D=

}

3a2 =302+ 32+ V3V —3a®+302+3c2 - V3V 0
6 2 ’ 6 2 ’

Dessin = Dessin U{E,F} ={A,B,C,D,E,F,M, W}

Le repere barycentrique choisi est A, B, C .

Les points composés sont E, F' .

Les coordonnées barycentriques des points composés sont:

M= {

}

1 1
B = {505}
V3a2— V30 + V32 + VA —V3a2+ V302 + V32 + VA -3+ VA
4v/X ’ 4v/X T2V
Dessin = Dessin U{J, K, L, M} ={A,B,C,D,E,F,J K,L, M, My, W}
Le repere barycentrique choisi est A, B,C .

Les points composés sont K, J, L, M, .
L’image du point C' par la rotation d’angle § de centre A est le point K de coordonnées barycentriques:

V3a? + V30— V32 + VA V30 —V3a® + V30 + V3 + VA
2vA VO 2vVA
L’image du point C' par la rotation d’angle § de centre B est le point J de coordonnées barycentriques:
V3a® —v3a® — V30 + V32 + VA —V3a® + V30 — V32 + VA
J = { ? Y
VA 2v/A 2V
L’image du point D par la rotation d’angle § de centre B est le point L de coordonnées barycentriques:

3v3a2 — V302 + V3 — VA —V3a? +V3+VA —V3a? + V3 —3V32 + V)
2\ ’ VA ’ 2V

F={ }

K ={ }

}

L=

}
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L’image du point D par la rotation d’angle § de centre B est le point M; de coordonnées barycentriques:

V3a? —v3a? — V30 + V3 +VA —V3a® + V32— V32 + VA
O 2vVA ’ 2vA

—
1). Calculons le vecteur KJ . On a:

My ={ }

— — —

KJ =c(1) OA + ¢(2) OB + ¢(3) OC

1) = Y3 VAP 4 VB2V
- o
(2) = = 3a2 + V302 +V32 + VA
- N
—V/3¢c?
0(3):7\5

—
Calculons le vecteur JL . On a:

— —

JL = d(1) OA +d(2) OB +d(3) O

o sy = A2 (VB = VBR+V3) VA
4N
2N —2 (\/§a2—\/§b2—\/§c2) Vv
d(2): )
4V
—V3c
d(3) = 5y
On a ainsi
KJ=1JL

2). On obtient de méme

—  2a* =422 + 582 - TV A +5A +V3AEVN —
ML = MJ
2 (a?—=b2—ac+c?) (a> —b*+ac+c?)

3).
2 912 2
m:m 302 +9c¢ ﬁﬁﬁ
3¢
4).
&2 (3a2—3b2+3c2+ﬂﬁ> .
ML = MJ

2(@—-v—ac+c?) (a®>—b+ac+c?)
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